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In den letzten 100 Jahren wurden viele Briicken zwischen diversen gebieten der Mathematik ge-
schlagen. So hat man erkannt, dass man gewisse Probleme der Zahlentheorie mit geometrischen
Methoden 16sen kann. Wir haben viele Verbindungen zu anderen Teilgebieten:

e (Diskrete) Geometrie

Zahlentheorie

additive Kombinatorik

Funktionalanalysis

Theorie der Bewertungen (engl.: “valuations”)

Optimierung

1 Einfiihrung

Wir beginnen mit der Untersuchung von positiv definiten quadratischen Formen in n Variablen
r=(21,...,2,).



1.1 Definition. Eine quadratische Form ist eine Funktion der Form ¢(x) = z7 Qx. Dabei heift ¢
positiv (semi-) definit, falls Q) positiv (semi-)definit ist.

e Das heilst ) ist symmetrisch und alle Eigenwerte sind positiv. Somit kénnen wir () diagona-
lisieren in die Form Q = BTDB, wobei D = (\y,...,\,) eine Diagonalmatrix ist.

e Alternativ haben wir die Cholesky-Zerlegung Q = (vVDB)" - (v DB).

e Aquivalent dazu: Q ist positiv definit < Vz # 0.27Qz > 0.

1.2 Bemerkung. Aus der Zahlentheorie haben wir nun die Frage: Was ist das Minimum einer
positiv definiten quadratischen Form fiir z € Z™ \ {0}.

Dazu wollen wir zeigen: Es gibt eine Funktion ¢ : @ — ¢(Q) so, dass fiir jede p.d.q. Form gilt
Jr € 7"\ {0}.q(z) < ¢(Q).

Diese Funktion liefert uns eine obere Schranke fiir das Minimum. Wir werden zeigen, dass ¢(Q) =
hy, - /det Q ist, wobei h,, die sogenannte Hermite-Konstante ist.

e Lagrange zeigte 1773, dass hy = =

B

e Gauss, 1831: hy = /2.

e Korleine/Zolotareff, 1872/1877:

n—1
e Hermite, 1850: h, < (\%) , aber dies liefert nur eine obere Schranke.

217
1.3 Beispiel. Nehmen wir die Form ¢ aus der Matrix ) = <12§)) 621>' Dann ist \%\/det Q=1
2
Nach Lagrange gibt es also ein z € Z2 \ {0} mit g(z) = 19327 + 2172129 + 6122 < 1. Und da alles
ganzzahlig ist, gilt Gleichheit.
Das Finden dieses Punktes ist im Allgemeinen das Problem eines kiirzesten Vektors in einem Gitter
und fithrt zur “Reduktionstheorie”..

1.4 Bemerkung. Was wiirde passieren, wenn () nur positiv semidefinit ist? Wir haben also min-
destens einen Eigenwert 0. Damit ist auch det () = 0, beachte ) € Q™*". Dann gibt es eine rationale
Losung Qu = 0, mit v # 0. Damit gibt es auch immer einen ganzzahligen Vektor im Kern.

1.5 Bemerkung (Reduktionstheorie fiir unser Beispiel). Wir formen ¢ um in ¢'(z)
q(Uz) = 27 (UTQU)z mit U € GLy(Z). Damit ist det U = +1. Daraus folgt ¢/(Z") = q(UZ"™) =
q(Z").

Idee: Finde eine “bestimmte” “reduzierte” Form ¢'. Da beide die gleichen Werte annehmen, haben
sie insbesondere auch das gleiche Minimum.
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Das hat klar ein Minimum bei g(e;) = 1. Das zugehérige Minimum von ¢ ist dann Ue; = (5, —9)7.

1.6 Beispiel (Forsetzung Beispiel 1.3). Wihle U = ( ) Dann ist ¢'(z) = 234z 29+23.

In vielen Reduziertheitsbegriffen wird auch verlangt, dass e; das Minimum fiir die reduzierte p.d.q.
Form ist.

(Wert)



1.7 Bemerkung (Hermann Minkowski, 1864-1909). Wir schreiben Q = AT A mit A € R™".
Dann bekommen wir fiir die Niveaumengen (“sub-level-sets”)

{r eR": q(x) < p}={z € R": (Ax)T(Az) < p} = {A 'z : 20 < p}
= (VpA Wz e R" : 272 <1} = (\V/pA 1) B,(0)
und dies sind Ellipsiode.

Das Finden des Minimums von ¢(z) ist also das geometrische Problem, das kleinste p zu finden
s0, dass obiger Ellipsoid einen nicht-trivialen ganzzahligen Punkt enthélt.

min {p € R": \/pA~'B, N (Z"\ {0}) # 0}

1.8 Beispiel (Forsetzung Beispiel 1.3).

T 1% 1%T1 ATA
U)o ) o )T

Minkowski (1889): Fiir jede kompakte symmetrische Menge K (d.h. 2 € K & —z € K) mit
Volumen mindestens 2™ enthélt einen Punkt aus Z" \ {0}. Die Grenze 2" ist scharf, wie man mit
K = (—1,1)" sieht.

Fiir das Volumen gilt

o

vol (v/pBn) = /p" - (det A)~'vol(B,,)

Damit erhalten wir die Schranke

p>4- Vol(Bn)’% - (det Q)% ~ const -n - {/det Q)

Das heifst, h, < ¢-n fiir eine Konstante ¢, was deutlich besser ist, als die exponentielle Schranke
von Hermite.

Notation. Sei A C R".
o aff A ist die affine Hiille von A.
e lin A ist die lineare Hiille, also das Erzeugnis
e Wir schreiben dim A := dim(aff A).
Fir A= 0 ist lin A = {0} und aff(A) = 0.
1.9 Definition. e Eine Menge C' C R" heiit konver, falls

Vey, 0 € XVA€[0,1].0¢; + (1= N)ep € C

e Ist K C R™ konvex und kompakt, dann heilt K konvexer Kérper (engl. “convex body”).
e Gilt zusétzlich, dass K = — K, so heilst K symmetrisch.

e Wir schreiben K™ fiir die Menge aller konvexen Kérper in R™ und K7 = {K € K" :
K symmetrisch}.



1.1 Normen

Ist |- | : R® — Rx¢ eine Norm, so ist die zugehorige Einheitskugel B := {z € R" : |z| < 1}. Diese
ist eine symmetrischer konvexer Korper.
Fiir K € K} mit dim K = n heifst

|- |k R™ — Rxo |z|k == min{p € R>o : v € pK}

die Distanzfunktion und definiert eine Norm (siehe Ubung).
Eine wichtige Klasse sind die p-Normen | - |, und deren Einheitskugeln B? fiir p € [1, oo]

1
n P
|z == (Z |wilp>
=1

mit dem Grenzfall |z|, = max{|z;| : i = 1,...,n}. Wir betrachten nur die Fille p > 1, da sonst
die Einheitskugel nicht mehr konvex ist.

1.2 Hyperebenen

Sei a € R™\ {0} und b € R. Dann definiert dies eine Hyperebene und zwei Halbraume durch
H(A,b) :={z € R": (a,z) = b}
H(A,b)> :={z € R": (a,x) > b}
H(Ab)< :={z € R": (a,x) < b}
1.10 Definition. Sei K € K" und H = H(a,b) mit HN K # () und K C H<(a,b). Dann heifst H
Stiitzhyperebene von K.

1.11 Lemma. Sei K € K" und a € R"\ {0}. Dann existiert eine eindeutige Verschiebung h(a)
so, dass H(a,hk(a)) eine Stitzebene von K ist. Dabei ist hi(a) = max{(a,z) : © € K}. Diese
Funktion heifst Stutzfunktion (engl.: “support function”).

1.12 Definition. Ist K € K™ mit 0 € int K, dann ist 75 : R" \ {0} — R via rg(z) := max{\ >
0: \x € K} die Radialfunktion.

1.3 Polare Mengen
Sei X C R™. Dann definieren wir X* := {y € R" : Vo € X.(z,y) < 1}.

Abbildung 1: Beispiel fiir den *-Operator, links X, rechts X*.

Fiir X = BY bleibt X* = X.

1.13 Lemma. X* ist konver und abgeschlossen.
Fiir konvezes X gilt: X* ist beschrinkt genau dann, wenn 0 € int(X).

4



1.4 Volumen
Eine Menge D C R"™ heift Peano-Jordan-messbar, falls fiir
1 :xeD
:R" — {0,1 x) =
iR = {0.1) (@) {O e
Riemann-integrierbar ist, also vol(D) := [, xp(z)dx existiert.
1.14 Proposition. Sei X C R"™ messbar. Dann
Xntzn
vol(X) = lim —#( wZ")
m—o0 mm
Beweis. Die Formel beschreibt einfach das Ausfiillen von X mit Wiirfeln der Kantenldnge % m

1.15 Lemma. Fir A € R"™*" gilt vol(AX) = det A - vol(X). Insbesondere gilt vol(AX) = A" -
vol(X). Weiter ist vol(X +t) = vol(X) (Translationsinvarianz) und X CY = vol(X) < vol(Y)
(Monotonie).

1.16 Definition. Seien K, L € K". Dann definieren wir den Hausdorff-Abstand
dy(K,L):=min{p € Rso: K C L+ pB,NLC K+ pB,}
dies definiert eine Metrik auf K", und sogar einen vollstandigen Raum.

1.17 Theorem (Blaschke selection theorem). Jede beschrinkte Folge in K" enthdlt eine kon-
vergierende Teilfolge.

1.18 Theorem (Lower-John). Fiir jedes K € K™ mit dim K = n gibt es ein eindeutiges Ellipsoid
a + AB,, gegeben durch A € GL,(R) und a € R", welche mazimales Volumen hat und es gilt
a+ AB, C K Ca+nAB,. Das heifit, wir geben zwei Schranken an, deren Gréfenfaktor mazimal
n ist.

Wenn K symmetrisch ist, dann ist a = 0 und wir konnen den Faktor n durch \/n ersetzen.

1.19 Theorem (Bourgain-Milman). Es gibt eine positive absolute Konstante C' so, dass
vol(K) vol(K*) > C"vol(B,)?
fir alle K € K} mit dim K = n.

Bemerkung (Mahler-Vermutung). Das Mahler-Volumen M (K) := vol(K) vol(K™*)

[paar Minuten fehlen ]

1.20 Theorem (Brunn-Minkowski). Seien K, L € SL" und X € [0,1]. Dann ist

A 1-X
n

vol (AK + (1 — )\)L)% > )\vol(K)% +(1=1) vol(L)% > vol(K)? - vol(L)'%
— vol(AK + (1 — A\)L) > vol(K)* - vol (L)'

1.21 Theorem (Caratheodory). Sei X C R". Dann ist

dim X
conv(X) = { Z AT Z/\i: 1,A >0, EX}

5



1.22 Theorem (Minkowsky-Weil). C' ist ein Polytop genau dann, wenn es ein beschranktes
Polyeder ist.

Bemerkung. Sei S = conv(vy, ..., v,) ein Simplex. Dann ist

1
vol(S) = = det(vy —vo, ..., v, — vp)
n!

Bemerkung. Es ist ein offenes Problem, was die minimale Anzahl an Simplizes zur Triangulierung
eines Wiirfels ist. Da die untere Schranke n! viel zu schnell steigt, ist Triangulierung nicht geeignet,
um das Volumen eines Korpers zu berechnen.

Bemerkung. Im 3D-Wiirfel erhalten wir einen regelméfigen Tetraeder, indem wir die konvexe
Hiille von zwei gegeniiber liegenden Diagonalen nehmen. Die Frage ist, in welchen Dimensionen der
Wiirfel [0, 1]" ein regelméfiges Simplex enthélt. Die Vermutung ist, dass es genau die Dimensionen
sind, zu denen es Hadamard-Matrizen gibt.

2  Gitter

Sel S C R™.Dann bezeichnen wir
linZS = {ZZZ‘SZ‘ 12 € Z,SZ’ € S,m € IN}
i=1
2.1 Definition. Seien by, ...,b, € R" linear unabhéngig.
A= hnz{bh ey bn}

heifst n-dimensionales Gitter. Die Menge {b1, ..., b,} heifit Basis, ein b € A heifst Gitterpunkt. Die
Menge aller n-dimensionalen Gitter bezeichnen wir mit £".
Wir werden auch schreiben B = (by,...,b,) und A = BZ".

Bemerkung. Gitter haben viele Beziige zur Kryptografie, wo es darum geht, zu einer gegebenen
Basis einen kiirzesten Vektor zu finden.

2.2 Definition. Eine Matrix U € Z™" heift unimodular falls |detU| = 1. Die Menge aller
unimodularen Matrizen bildet die Gruppe GL(n,Z).

2.3 Proposition. Fs gilt GL(n,Z) ={U € R™" . UZ" =7"}.
Beweis. Wir haben die Kette
UcGL(n,Z)s U U eZV" s UZ" CZ"\ U 2" CZ" < UL" =7
Die letzte Riickrichtung folgt, da U vollen Rang haben muss. O]

2.4 Lemma. Sei A = BZ" € L". Dann ist A eine Basis genau dann, wenn ein U € GL(n,Z)
existiert mit A = BU, oder kurz B~'A € GL(n, Z).

Beweis. Wir haben

Proposition 2.3
<~

A Basis & AZ" = A = BZ" < B 'AZ" = 7" B™'A € GL(n, Z) O



by

0 by
Abbildung 2: Beispiel fiir eine Fundamentalzelle. Die gepunkteten Linien gehoren nicht zu Pp.

2.5 Definition. Sei A € £" mit Basis B.
e det A := | det B| heikt Determinante von A (was wohldefiniert ist nach Lemma 2.4).

o Pp:={M\bi+...+N\b,: \; €]0,1)} = B[0,1)" heikt Fundamentalzelle.

Bemerkung. e An Rechenregeln haben wir vol Pg = | det A|.
e Fiir A > 0 gilt AA = {\b:b € A} und det(AA) = N\ det A.

e vol(Pg — Pg) = 2" vol(Pg), da wir nun als Bedingung —1 < \; < 1 haben, also je Dimension
doppelt so grok.

o (Py— Pg)NA={0}

Bemerkung. Wenn wir n + 1 Punkte nehmen, im R", dann erhalten wir nicht unbedingt ein
Gitter. Einfachstes Beispiel ist {1, \/5} C R. Wire {a + bW?2:a,be 7} ein Gitter, dann wére V2
rational.

2.6 Proposition. Sei A = BZ" € L". Dann gilt R" = UbeA(b + Pg).

Beweis. Angenommen b,b € A mit (b+ Pg) N (b+ Pp) # (). Dann ist b—b € (Pg — Pg) N A = {0},
also b = b.

Sei z € R™ beliebig. Dies hat eine (reelle) Linearkombination z = Y p;b;. Wihle b = > | p; |b;.
Dann ist x € b + Pg. O

2.7 Lemma. Sei S C R" eine diskrete Untergruppe. Seien F,G C S mit G endlich, in FNS =
ling G. Sei s € S\ lin F'. Dann existiert ein b € S so, dass lin(F' U s) = ling (G Ub).

Beweis. Sei Z = {dec ag-g+as-s:0< a0 < 1} (heift Zonotop). Da S diskret und Z

beschriankt, ist S N Z endlich. Weil s ¢ lin F' gibt es ein b € Z mit minimalem Abstand zu
lin . Das heift b = > @9 + @s mit @, minimal. Dann ist lin(F U s) = lin(G U b) und
ling(G UDb) C lin(F — Us).

velin(FUs)NS = szﬁgg-f—ﬂbb

geG

Es ist zu zeigen, dass die Skalare § ganzzahlig gewdhlt werden konnen.

0= LBalg = LOufo =D | B = LBu) + (B — LBo]) | 9+ 35 — L)) s

9eC 9€G =:lig =TI
— 0= 8o~ 1Bulb— D ITJg = (g — Ltg))g +Tus € Z
geG geG geqG
Ts<as . .
2T, =0 = B€Z = v—Fb=)Y BglinFNS=ling G O
geG



2.8 Korollar. Sei S C R" eine diskrete Untergruppe und seien si, ..., S, € S linear unabhdngig.
Dann ezistieren by, ..., by, € S so, dass lin{sy,...,s;} NS =ling{by,...,b;} firi=1,...,m.

Beweis. Wir beginnen mit F' = G = {0} und s = s;. Nach Lemma 2.7 existiert ein b; € S mit
S Nlin{s; } = ling{b; }. Wir fahren fort mit
(Stiick fehlt ]

]

2.9 Satz. S C R" ist ein Gitter genau dann, wenn S eine diskrete Untergruppe ist, die n linear
unabhdngig Vektoren enthalt.

Beweis. <: Korollar 2.8 mit m = n und sy, ..., s, die linear unabhéngigen Vektoren aus S. Dies
liefert by, ...,b,, so, dass

S =lin{sy,...,s,} NS =ling{by,...,b,}

=: Seiby,...,b, eine Basis von S. Ganzzahlige Linearkombinationen sind bilden eine Untergruppe.

Um die Diskretheit zu zeigen, reicht, dass wir die fiir 0 zeigen (da wir Untergruppe bereits
haben). Es gilt

B
min |Bz| > min |52 =||B| >
2€Z7\{0} zezm\{0} |z|
fiir ein € > 0, da B vollen Rang hat. ]

2.10 Definition. Seien by, ..., b, € A € L", b; linear unabhéngig. Dann heikt {b, ..., by} primitive
Menge von Gittervektoren, falls

lin{by, ..., b} NA =ling{by,... b}
2.11 Lemma. 1. Jede Teilmenge einer Basis eines Gitters ist primitiv.

2. Jede primitive Menge kann zu einer Basis eines Gitters erganzt werden.

Beweis. 1. Sei by,...,b, € A eine Basis. Jeder Vektor b € R" hat eine eindeutige Darstellung,
insbesondere jedes b € A. Und dies sind genau die, mit ganzzahligen Koeffizienten.

2. Sei ' = {by,...,bx} C A primitiv, £ < n = dim A. Dann existiert ein s € A\ lin F'. Mit
Lemma 2.7 gibt es ein by, welche die primitive Menge vergrofert. Iteration liefert dann eine
Basis. [

2.12 Satz. Seien A = (aq,...,a,) linear unabhangige Vektoren eines Gitters A € L™. Dann gibt
es eine Basis B = (by,...,b,) so, dass fir H := B~*A gilt:

1. H st eine nichtnegative ganzzahlige obere Dreiecksmatriz

2. in jeder Spalte ist das Diagonalelement maximal: 0 < hy, < hy, fir g <i < k <n.

Dabei ist B (und somit H) eindeutig bestimmt durch A.

Beweis. Nach Korollar 2.8 gibt es eine Basis by, ...,b, von A mit
k
A = Z hz,kbz hiJc € Z
i=1



Falls EM < 0, ersetze b; durch —_bl. Dann sind die Bedingungen erfiillt.
Wir nehmen nun also an, dass h;j die Bedingungen erfiillen fiir ¢« < k£ <1 < n. Fiir 7, € Z mit
Y41 € {—1,1} bilden wir die Vektoren

I+1

bio-o b Y Yibisbisa, by
=1

eine Basis von A.

Fiir die Eindeutigkeit nehmen wir an B’ ist eine andere Basis von A mit B''A = H' und H’
hat ebenfalls die gesuchte Eigenschaft. Dan xistiert ein U € GL(n,Z) mit B’ = BU. Daraus folgt
H = UH', bzw HT = (H")TUT. Damit erzeugen die Zeilen von H und H’ das gleich Gitter,
aber H # H'. Wahle einen Zeilenindex k£ und dann ein minimales [ so, dass oBdA Hy, > H},.
Sei g := Hy. — Hj, die Differenz der beiden Zeilen. Dann ist ¢g; = 0 fiir ¢ < [ und ¢, > 0. Wir
wissen, dass ¢ im Gitter liegt, das von den Zeilen von H erzeugt wird. Dazu miissen aber die
Koeffizienten von H, fiir i < [ auf 0 gesetzt werden, da die Eintrage aus der Diagonalen sich nicht
mehr wegheben konnen. Hintere Zeilen tragen aber nicht mehr zum [-ten Eintrag ein. Damit gilt

g1 | Hy. Dies widerspricht jedoch der Maximalitit von Hj,. O
Beispiel.
2 3 4 1 10 2 0 4 1 0 0 2 3 4
A=14 9 16| =(2 3 1 03 0)l=11 2 0 1 3 6
8 27 64 4 9 6 0 0 8 7 18 24 -1 -2 -3

2.13 Definition. Sei A € L" und ay, ..., a, € Alinear unabhéingig. Dann ist Ag := ling{ay,...,a,}
ein Untergitter. Die Anzahl der Nebenklassen |A/Ag| heift Indez.

2.14 Lemma. Sei A\g < A € L™
1. |A/Ao| = |Pa N Al wobei A eine Basis von Ay.
2. |A/Ny| = dtha

det A

Abbildung 3: Fundamentalzelle: Der Index von 272 in Z? ist 4.

2.15 Korollar. Sei A = (ay,...,a,) € Z™" mit det A # 0 und sei Py = A[0,1)". Dann ist
|PyNZ" = |det A| = vol(Py).

Beweis. Siehe Lemma 2.14 mit Ay = (A) und A = Z".

detAg
PANZ"| = |Z"/Ao| = — det Ao = | det A
[PANZ| = |2/ Mo] = T = det Ao = | det A O

9
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Abbildung 4: Beispiel fiir eine Zerlegung in Parallelepipede, in Z?
Beispiel. Betrachte das Gitter Z = ((1,1),(2,0), (0,3)), siche Abbildung 4. Dann ist |Z N Z? =
| det(ay, az)| + | det(ay, az)| + | det(az, as)|-
2.16 Korollar. Seien uq,...,u, € Z" und seien k; € N. Dann ist
AN={z€Z": (uj,z) =0 mod k;,i=1,...,m}
ein Untergitter von 77" mit det Ag < [] ;.

Beweis. Da A < 7" ist es diskret. Setze K := [[k;. Dann ist K -e; € A, also haben wir n
unabhdngige Vektoren in A. Nach Satz 2.9 ist A ein n-dimensionales Gitter.

Betrachte die Restklassen von Z™ modulo A. Dann ist [z1] # [22] < 21 — 22 ¢ A. Das heifst es
gibt ein ¢ < m mit (u;, 23 — 22) # 0 mod k;. Also gehoren (u;, z1) und (u;, z2) zu verschiedenen
Restklassen modulo k;. Fiir jedes u; gibt es maximal k; verschiedene Restklassen. Insgesamt ist
also die Anzahl der Restklassen beschriankt durch ky - ... - k,,. O

Bemerkung. Sei A = (ay,...,a,) mit a; € A € L™ und q; linear unabhéngig. Dann gilt
A eine Basis von A < |A/AZ"| =1 < |P,NA| = {0}

2.17 Proposition. Sei A € £? und seien a1, ay € A linear unabhingig. Dann ist a1, ay eine Basis
von A genau dann, wenn

conv(0,ay,az) NA ={0,a;,as}

Beweis. = Wenn es eine Basis ist, enthélt die Fundamentalzelle nur die 0. Fiir das Dreieck kommen
noch ay, as hinzu.

< Setze T := conv{0, ai, as} Wir nutzen
Py =Ta\ {a1,a2} U ((a1 + az) —int Ty)

Angenommen, es gibe noch einen Punkt @ in der Fundamentalzelle. Dann liegt a; 4+ as — a
im Inneren des Dreiecks, was der Annahme widerspricht. O]

Leider gilt dies nicht mehr in Dimension 3.

Sei L C R™ linear und L+ = {y € R" : (x,y) = 0}. Fiir S € R" ist S | L' die orthogonale
Projektion. Wenn A € R™ ¥ eine Basis von L ist, dann ist

S|L = A(ATA)"1ATS

10



2.18 Lemma. Sei Ae L" und 1 <k <n-—1.
1. L e L(k,A) s LYL(n — Kk, A¥)

2. Wenn L € L(k,\), dann ist A|L* ein (n — k)-dimensionales Gitter und es ist (A | L1)* =
LN A~

3. Wenn L € L(k,\) dann gilt
det A = det(A | L") - det(L N A)
det(L N A) = det A - det(L*- N A¥)
Beweis. 1. v/, siehe letztes Mal

2. Sei by, ..., b, eine Basis von A so, dass by,..., 0 eine Basis von AN L ist. Die zugehorige
polare Basis sei b}, ...,b%. Betrachten wir die Projektionen b;b; | L* fiir i = k +1,...,n. Sei
b=> ", 7b € A. Dann gilt

bI LY =) ni| LY = > 7ibi
i=1 i=k+1
daraus folgt A | L* ist ein (n — k)-dimensionales Gitter mit Basis by, ...,b,. Betrachten

wir nun b € L+ fiir j > k, so erhalten wir

<bz+i7@> = <b2+i7 bk+j> = 51'3'

und dies ergibt die Aussage.

3. Sei By = (by,...,b;) und B,_j, = (bpt1, ... ,b,). Dann erhalten wir

det A = |det(by, ., by)| = | det(By, Bu-y)| = \/det(By, Bus)(Be Bus)
1

BT B, 0 2 —
= (det ( *7" _p >) = /det(BTBy,) - \/det(B,_, B,_
(aee (P 5 %)) = VBB e BB

=det(LNA)-det(L- N A¥) O

Beispiel. Wir definieren das Gitter
Ay =1{2€Z"" : 2z1,..., 2041 = 0}
Bekanntermafken ist det(Z""!) = 1. Der Normalenvektor von A, ist 1. Damit ist det A,, = v/n + 1.

Sei f: R — C eine Funktion mit Periode T'. Nach Fourier konnen wir die schreiben als

Fly) = Flh)eFh
klz_ooT 27i
fw=7 | fla)a™ Fikedy

Fiir nicht-periodische Funktionen nehmen wir 7" = oo und erhalten fiir eine beliebige Funktion
anstatt der Fourier-Reihe die Fourier-Transformierte

Fly) = /R f(z)e2midy
11



x 2 -~ 2 . ~
Beispiel. Nehmen wir f(z) = ¢~™(£)". Dann ist f(y) = te™W" Fiir t = 1 ist dann f = f.

2.19 Satz. Seien f,]?: R — C gutartig. Dann gilt

= [ Fpemnay

2.20 Satz (Poisson-Summenformel Teil 1). Seien f, ]?: R — C gutartig. Dann gilt

o0

STrm =Y F

l=—0c0 l=—0o0

Beweis. Wir definieren die periodische Funktion

l=—00

Damit hat g : R — C die Periode 1. Fiir die Fourier-Transformierte gilt

(k) = / g(y) vy = / wa ik

li
gutirtig Z / f(y + l)627rik(y+l)dy — / f(x)ezmlmdx — f(k)
l=—c0 V0 *

Damit haben wir

o o

Yo o=g0)=> 0= F) O

l=—00 l=—00 |=—00

Definition. Jetzt heben wir das ganze in hoéhere Dimension. Sei f : R" — C gutartig. Dann ist
die Fourier-Transformierte gegeben durch

~

fly) = f( ) e dy

2.21 Bemerkung. 1. Konnen wir f : ]R" — C zerlegen als f(z) = [[g(x;) fiir ein g : R7C,

dann gilt
= H 9(yi)

z |2 -~
2. Fiir f(z) = e "I7| gilt f(y) = tre—w?.
2.22 Satz. Seien f,fgutam‘ig. Dann ist

f@)= | Flyemevdy

R”
Fiir Fourier-Reihen verlangen wir nun Periode f(x 4 0) = f(x) fiir alle b € A. Fiir A = Z" ergibt

sich
= 3 flyermien
yeZ™

fly) = flz)e v dy

[0,1)"

Wenn A = BZ", und f eine A-periodische Funktion ist, so ist die transformation g(z) = f(Bx)
nun Z-periodisch.



2.1 Algebraische Zahlkorper und Gitter

Sei L eine endliche Korpererweiterung von Q vom Grad n und es gibt ein o € L mit

L=Q(a)= {Z%’Oﬂi 1qi € Q}
i=0

Seien a = aV),... o™ die Nullstellen des Minimalpolynoms. Fiir 8 = . ¢a’ € L sind g9 =

>4 (a(j))i die Korperkonjugierten.
Ist deg f = k | n, dann enthalten die Kérperkonjugierten 7 Kopien der algebraisch Konjugierten.
Sei € L. Dann setze

norm(8) = ] [ 5% trace($) = 3 4
i i=1

norm(ff) = ((—1)'“ : @) ' norm(3) _ (_@) 7

Pk Pk

Beispiel. Sei d € Z quadratfrei. Dann ist L := Q(v/d) = {qo + ¢1Vd : ¢ € Q}. Das Minimalpoly-
nom ist f(z) = x> — d mit den Nullstellen ++/d.

Eine Zahl v € L heift ganze algebraische Zahl, falls sie Nullstelle eines normierten ganzzahligen
Polynoms ist. Die zugehorige Menge wird mit Zj, bezeichnet.

Beispiel. Es gilt
ZQ(\/E) = {zl + 22\/3: Z; € Z} falls d = 2,3 mod 4

Fiir d =1 mod 4, gilt hingegen

1+ Vd
ZQ(ﬁ):{Zl—FZQ( 5 >ZZZ'€Z}

2.23 Bemerkung. Z; ist ein Ring.

2.24 Bemerkung. Z; enthélt n rational unabhéingige algebraische Zahlen.

Beweis. Sei f € L mit deg § =n und g(z) =Y, g2’ mit g; € Z und g(3) = 0.
0=g"9(8)=> 01008 =Y gign " (gaB)'
i=0 i=0

Damit ist g, € Z;. ]

Das zeigt ferner, es existiert ein ¢ € IN (welches nur von « abhéingt) so, dass

1= (ca)’ (ca),..., (ca)" ' € Zp

13



eine Basis ist. Das heifst

n—1

Vy € Zyp.3q; € Qy = Zqi(ca)i
=0
Damit haben wir
n—1
y(ea)® =3 gi(ca)*(ca)’

=0

n—1
— trace(y(ca)¥) = Z qi trace((ca)*(ca)?) k=1,...,n

=0

2.25 Bemerkung. Sei v € Z;. Dann kénnen wir die schreiben als

1
=—" ) za«a
7 k(o

~—
I
(=)

fir z; € Z und k(«) € Z.

Betrachte die Abbildung

n—1
®:Z;, - R" Y= a0’ = (g0, 1)
1=0

Mit den vorigen Bemerkungen folgt

e ®(Z;) ist ein n-dimensionales Untergitter von @Z".
[ (I)(ZL) :hl’lz(bl,...,bn)
e Sei w; = (I)_l(bi), dann ist ZL = {Z ZiW; 2 € Z}

Definition. Der Ausdruck Ay = det ((wy, ..., w,)?) heift Diskriminante von L/Q. Diese ist un-
abhéngig von der gewdhlten Basis, Ay # 0.

Beispiel. Sei d = 2,3 mod und L = Z(+/d). Dann ist

Ay = det G _%)2 = (=2Vd)? = 4d

Ist hingegen d =1 mod 4, so gilt Ap =d.

Sei a, ..., a® € R die reellen Nullstellen, und a**t) o ++5) die komplexen Nullstellen mit

at+) = oE++s) Dabei ist n = k + 2s.

2.26 Proposition. Die Menge von Punkten
A= {7(1)7 s 77(k), Re’y(k+1), Imy(kﬂ), S ZL} g R"

ein Gitter mit Determinante det A = 27°/|AL|.

14



Beweis. Sei wy, . ..,w, eine Z-Basis von Z;,.

ot 5J(Q) +i ngI) g=1,...,87=1,...,n
=~
Re Im

Nehmen wir eine Zahl

l
1=3 20 =3l
j=1

Die n Vektoren

(1) ®) (1) 1) (5) pls)
(w] ,...,w]‘ ,6] 78] 7...,6j 79)

fir 7 = 1,...,n bilden eine Basis von A. Fiir jedes komplex konjugierte Paar erhalten wir damit
einen Faktor % Damit ist

det A = (%) \/|AL| UJ

3 Minkowskis sukzessives Minima

3.1 Lemma. Sei X C R" beschrinkt, Jordan-messbar. Sei A € L".
1. Angenommen (by + X) N (by + ) = 0 fiir alle b; € A, by # by. Dann ist vol(X) < det A.
2. Wenn A+ X = R", so ist vol(X)det A.

Beweis. Sei P die Fundamentalzelle. Dann gilt A + P = R". Weiter ist

vol(X) = vol(A+ P)NX) =) vol((b+P)NX)=> (PN (X —b))
beA beA

Damit arbeiten wir nun weiter:

1.
> (PN (X —b)) =vol <U(P N(X — b))) < vol(P) = det A

2.
> (PN (X =b)) > vol (U(Pm(X—b))) < vol(P) = det A O

3.2 Korollar. Sei X C R"™ mit vol(X) > det A fiir A € L. Dann ist (X — X) N (A\{0}) # 0.

Beweis. Nach Lemma 3.1 existieren by, by € A mit by # by und x € (X + b1) N (X + by). Damit ist
r—b,x—by€ X, also by —by € (X —X)N (A {0}). O

Aquivalent dazu kénnen wir auch schreiben

JeR"|Et+X)NA| >2

15



3.3 Theorem (Minkowski). Sei K € K (also K = —K ), und A € L. Ist vol(K) > 2" det(L),
so ist K N (A\ {0}).

Beweis. Wir konnen K schreiben als K = %K — %K.

(a) Ist vol(K) > 2" det L, haben wir vol (3 K) = det L. Nach Korollar 3.2 haben wir ein b € A\ {0}
mitbe LK — 1K = K.

(b) Angenommen vol(K') = 2" det L. Da K kompakt und A abgeschlossen existiert ein A > 1 mit
AK N L= KnNL (wéhle A = dist(A \ K, K)). Dann haben wir aber vol(AK) > 2" det L und
wir haben wieder obigen Fall. O]

Bemerkung. Es hitte auch gereicht, diese Aussage fiir das Standardgitter Z™ zu zeigen, da wir
alle anderen Gitter daraus durch lineare Transformation erhalten.

Bemerkung. Die Schranke in Theorem 3.3 ist scharf, wie man am Beispiel Wiirfel sieht. Aber
es gibt noch andere Beispiele. Im zweidimensionalen gibt es ein Rechteck, im dreidimensionalen 5
und die Anzahlen steigen immer weiter. Alle ergeben Parkettierungen des Raums.

3.4 Theorem. Sei K € K und A € L™ mit int(K) N A = {0}. Dann ist

- 2
1

477,
2" det L = vol(K -
et L =vol(K) + T 7 2.
acA*\{0}

1c(a)

Beweis. Es gilt
int(K)NA={0} < Vbe A\ {0}.int (%K) N (int <%K> + b) =0

Definiere Funktion f als Faltung f(z) := (1%K * 1_%]{) (x). Fiir Faltungen gilt

—

(f *9)(y) = Rnf(x)g(y—x)dx frg=F-3
Nach 77 gilt somit

> F0) =det A fla)

beA aEA*

Die linke Seite formen wir um

> fb) = Z/}Rn L) - 11 (b — 2)de = /R Ly (@) - 11 e (—a)de = / Ly () da

beA beA
1 1
= /n 1%K(x)dx = vol <§K> = 2—nvol(K)

denn fiir b # 0 integrieren wir nur {iber {iber einen n — 1-dimensionalen Unterraum, also Mafs 0.
Fiir die rechte Seite haben wir

a€N* acN* a€N*
_ (/ 11K6—2m<x a>d$) (/ 11K62m‘<m,a>dx)
2 2
aceA* " R™
—~ = ~ 2
= Z 1%1{(@)1%1((@) = 1%1{(@)
acN* acN*




Fiir den Fall @ = 0 haben wir

10| = (/ 1§K(x)dx)2 - (VOIQSLK))Q

Damit ist die rechte Seite

]

3.5 Korollar. 1. Sei A € GL(n,R) und q(z) = 2T AT Ax. Dann existiert ein 0 # z € Z" mil

(det A)2 \ 2
< -_ < . n
q(z) <4 (VOI(B")2 < C'-n|det A

2. Sei A € L™. Dann existiert ein 0 # a € A mit |ja]| < C - /n - (det A)%.

Beweis. 1. Fiir gegebenes 7 betrachte die Menge
E(r)={zeR":2"A"Az <7} ={z e R": || Az| < V/7} = V/TA'B"
und dies beschreibt einen Ellipsoid (affines Bild einer Kugel) mit
vol(E(7)) = (v/7)" | det A™*| vol(B")
Damit haben wir

zn\detA|>i

vol(E(1)) > 2" & 1> ( vol(B")

2. Sei A = AZ™. Dann ist 0 # a € A genau dann, wenn a = Az mit 0 # 2z € Z". Damit ist
|la]|* = 2T AT Az. Mit dem ersten Teil folgt die Behauptung. O

3.6 Korollar. Sei l1(x),...,l,(x) n homogene Linearformen, das heifit
Va; € R".l;(x) = (a;, z)

Sei A die Matriz mit Zeilen al und sei A € GL(n,R). Seien 71,...,7, € Rsg mit [ 7; > det A.
Dann existiert ein 0 # z € 2™ mit |l;(z)] < 7.

Das heifit unter diesen Bedingungen hat das System von Ungleichungen eine nicht-triviale ganz-
zahlige Losung.

Beweis. Nutze Minkowski. Sei
P={zeR":Vi||(z) <7} ={z e R" : Vi.[{a;,z)| <7} ={x e R": |Az| < 7}
= Ail{x e R": ‘.CL'Z’ S Ti}
Nun gilt vol(P) = 2"[] 7 - (det A)~' > 2". Damit haben wir ein 0 # 2z € Z" mit z € P als
Losung. [

Nun betrachten wir die Modifikation [] |l;(z)| < klein fiir ein 0 # 2z € Z". Mit der AM-GM-
Ungleichung erhalten wir als Bedingung

" J0#£zeZ™

H\li(x)lé(%zm(x)\) < (%Zmemyi)n:dem

Dies fiithrt zur
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Behauptung (Minkowski-Vermutung). Seien ty, ..., t, € R. Dann existiert ein z € Z" mit

“ det A
[Tl -t < =

i=1
Bisher ist es bewiesen fiir n < 9.
3.7 Korollar. Seien aq,...,a, € R und sei 0 < ¢ < 1. Dann existieren py,...,pp, 1 € Z. mit
1<1<e™ miut
i 9 1
a; — Zi < -< I
q) " q q'tw

Beweis. Sei l;(x) = a;xppq — x; fir 1 <4 < nund l,11(z) = x,41. Die zugehdrige Matrix A hat
det A = 1. Nach Korollar 3.6 existiert fiir alle 7 > 0 ein Vektor 0 # z = (p1,...,pn,q) € Z"! mit

_1
i(2)| = |ug —ps| <777 lni1)2)| =gl <7

Wihle 7 > ¢ und |7] < e7". Daraus folgt |a;q — p;| < e und |q| < [7] < e Wire ¢ = 0, so
folgt |p;| < €, also p; = 0 fiir alle i, was ausgeschlossen ist. O

3.8 Proposition. Seit >0 und k,s € N mit k+ 2s =n. Se:

k s
Crs(t) == {95 cR"™: Z |zi| + 22 \/ximz’q + @ < t}
i=1 i=1

Dann st

2k s\ s
() = (3)
Beweis. Induktion iiber s:

TA s =0 liefert das Volumen vom Standard-Simplex

vol (CT(t)) = vol{ 2>l < t} - t”

IS Definiere D; = {(z,_1,2,) € R? : 24/22_| + 22 < t}. Mit Fubini, Induktion und Polarkoordi-
naten erhalten wir

vol (Cy,) = / vol,_o <C’£;21 (t —24/a%_+ x%)) dz, 12,
Dy

2k

n—2

= (n -2 (5)" /D (t B QW) it
w6 [ ot
:(zkz'(g)“zﬂ/f@_m) rdr

- () [ e

- .<§>S[ ”;_“ﬁ”‘x)}%i—‘:(grw :



3.9 Satz (Minkowski). Sei L ein Zahlkérper vom Grad n. Dann gilt

e ((%)S%;)inl

Beweis. Sei L = Q(a) und seien oV, ... o™ € L die Konjugierten mit a® € R fiir i < k. Weiter
sei b)) = q(k+i+s) fiir 1 < i < s und damit k+2s = n. Nach Proposition 2.26 sei w1, ..., w, € Zr,
eine Z-Basis von Z. Zerlege in Real- und Imaginarteil w;-”l = 550 + 100, Weiter sei

wj = (w§1), . ,wj(»k), s oW

5(3) @(S))T

IR BRI I B R |
die entsprechende Basis des Gitters Ay mit det A = 27°/|AL|. Wihle

- (@)

Damit erhalten wir

k s s
vol (C7,() = 2 (f) <(§> n!\/|AL]> = 97975\ /[AL] = 2" det A,

ol \2

Nach Theorem 3.3 existiert ein 0 # u € Z" so, dass v = Y usw; € CF (t). Sei ) = ZUl'ng)
fiirl < j < n. Damit gilt

v; g=1,...,k

fy(j): e +2( — k) —1+i-v,+2(j — k) j=k+1,...)k+s
W= +2(—k—s)—1+i- o +2(—k—s) :j=k+s+1....n

Demnach haben wir
veCp ) = Y W<t
j=1
Fiir die Norm gilt nun
o < (5o < (TY L ()
1§|norm(7)|:H|7 | < EZW ] < ol el et Az o
j=1 Jj=1

3.10 Korollar. Sei p € P mit p=1 mod 4. Dann existieren my,m — 2 € Z mit p = m? + ma3.

Beweis. Wir wissen (aus Elementare Zahlentheorie), dass ein u € Z existiert mit u> = —1 mod p.
Sei nun A C R? das Gitter mit Basis
1
B = ( O> det A =p
u p

Betrachte den konvexen Korper

K = \/%Bgz {(xl,:cg):x%—i-a:g §g }
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Fiir diesen gilt vol(K) = 3pr > 4p = 2% det A. Nach Theorem 3.3 existiert also ein 0 # z € Z2 mit

m:= Bz e KNA\{0}. Wir erhalten die Schranken

0<mi+ms=z+ (hu+ zp)?* < =p

N W

Rechnen wir modulo p ergibt sich
24 (nu+2p)? =2(1+u*)=0 modp
Also gilt p | m? + m3, also p = m? + m3. O

3.11 Satz. Sei A € L, k € N und X C R" Jordan-messbar mit vol(X) > kdet A. Dann existieren
T, Thp1 € X, x; #F x; mit v, —x; € A fir alle i # j.
Dies ist daquivalent zu

JHeR"|(z+X)NZ" > k+1

Beweis A. Wegen der Jordan-Messbarkeit gilt
det A

mn

m—0o0

1
kdet A < vol(X) = lim ‘Xﬂ —A’ :
m

Also gilt diese Ungleichung fiir ein hinreichend grofes m. Es gilt also # (X N %A) > m"k. Wegen

‘%A : A| = m" gibt es nach Schubfachprinzip eine Nebenklasse mit mehr als k£ Elementen. O]

Beweis B. OBdA sei A = 7", also det A = 1, da wir das Volumen hin und her transformieren
kénnen. Damit haben wir Fundamentatlzelle P = [0,1)". Sei 1x die charakteristische Funktion
von X. Fiir x € R" sei

dx) = D Ix(w+2) =#(—z+X)NZ")

ZEZ™

Wir beschréanken uns auf eine beschrénkte Teilmenge von X, welche die Bedingungen erfiillt, damit
dies endlich ist. Dann haben wir

k < vol(X) = / Lydz = ) /P Ly (z + 2)dz = /P o(x)dx

n e

Nach Mittelwertsatz existiert ein ¢ € P mit ¢(t) > k. Also ist #((—t+X)NZ") > k+ 1. O

3.12 Korollar. Seien K € Ky, A € L™ mit vol(K) > 2"k det A. Dann ist #(K NA) > 2k + 1.

Beweis. OBdA A = Z™ und vol(K) > 2"k (wie bei Minkowski Theorem 3.3). Nach Satz 3.11
existieren xq,...,Tpy1 € %K mit x; # n; und z; —x; € Z" N K fiir @ # j. Sei x; das Element
maximaler Norm. Setzen wir z; := ;.1 — 71, so erhalten wir k£ neue Elemente, da diese unterhalb
der Hyperebene (x1, ) = 0 liegen, withrend die bisherigen Punkte dariiber liegen. Es gilt namlich

(r1,2:) = (w1, 0i41) — (21, 71) < ||~ |wiga| — |21 - [21] <0

und Gleichheit kann nur eintreten, wenn z; || ;11 und |z1| = |2;11|, also 21 = x;41 (was nicht sein
kann). Damit haben wir 2k + 1 verschiedene Punkte. O
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3.13 Definition. Sei K € K, A € £". Fiir 1 <14 < n heift
Ni(KGA) :=min{\ > 0: dim(AK NA) > i}

das i-te sukzessive Minimum.
Beispiel. Betrachte folgende Figur. Das heikt \;(K,Z?) = 2 und \y(K, Z?) = 4.
3.14 Bemerkung. Es gelten folgende Beziehungen

1. N(KGA) > N (KGA)

2. Mi(K,A) = N (AK, AA) fiir A € GL(n, R)

3 Ak, A) = DK, A) = A (K, 1A)

4. M(K,A) > 1< int(KNA\{0}) =0.

5. M(K,A) =min{|b|x : b€ A\ {0}}

3.15 Proposition. Sei K € K, A € L™ und seien aq,...,a, € A linear unabhingig mit a; €
XNi(K,A) - K. Dann gilt

int (}\1<K, A) : K) NA g lin{al, c. ,ai,l}

Beweis. Schreibe \; := \;(K, A) und sei k < ¢ der minimale Index mit A\ = \;. Nach Definition ent-
hélt int A - K hochstens & — 1 linear unabhéngige Gitterpunkte (sonst konnten wir es verkleinern).
Und nach Wahl sind ay, ..., a1 € int(AK) N A. Also ist int(A\K) N A Clin{ay, ..., a1} O

3.16 Theorem. Sei K € Kj, A € L". Dann ist
A (K,A)"vol(K) < 2"det A

Beweis. Definition kann A\, (K, A) - K keinen inneren Punkt enthalten aufer 0. Aber nach Theo-
rem 3.3 ist

2"det L > vol (A (K, A)K) = A\ (K, A)" vol(K) O
Bemerkung. Genau genommen ist Theorem 3.16 dquivalent zu Theorem 3.3. Es gilt

vol(K) > 2"det A = 2" det LA (K, A)" < A\ (K, A)"vol(K) < 2"det A

3.17 Theorem. Sei K € Kj, A € L". Dann ist
2n .
HdetA < H/\i(K’ A) -vol(K) < 2"det A
i=1
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Beweis. OBdA sei A = Z", und wir schreiben \; := X\;(K, Z"). Seien z1, .., z, € Z" linear unabhén-
gig mit z; € MK NZ" Sei L; - ={z € R" : x;11 = ... =z, = 0} = (eq,...,e;). Mit einer Matrix
U € GL(n,Z) kénnen wir erreichen Uz; € L; (siehe Satz 2.12). Diese Matrix dndert Volumen und
Dimension nicht. Damit koénnen wir annehmen z; € L,.

Wir betrachten nun neue Korper K; := %K Fiir ¢ € IN sei weiter

n n . i n a7 _ n 1
M ={peZ":|p| <q} M} =M!NL; M, = M;NL;
Dann ist #M; = (2¢ + 1)".
(1) Da K beschriinkt, existiert ein > 0 mit vol (M + K,) < (2¢ + 27)".
(2) Nach Definition von \; gilt

z+int(K;)NZ+int(K) =0
fiir alle 2,z € Z" mit z # Z. Damit gilt
_ . : : (M A :
z—Z €int(Ky) —int(K;) = int(K; — K;) = int ?K + ?K = int(\ K)

Damit ist

vol(M" + K;) = (2¢ + 1)" vol(K) = (2¢ + 1)" (%)nvol(K)

(3) Im folgenden zeigen wir

n—1
vol (MI' + K1) > (A;“) vol (M!' + K;)

Es gilt i1 > Ai. Selen z,Z € M}, z # Z und a,a € M}. Dann ist
(z4+int(a+ K1) N (Z+int(a+ Kiq)) =0

sonst ware

Definition 3.13
z—zZ—(a—a)e€int(\ K)NZ" C lin{zy,...,2,} C L; 4

da z —z € L. Also gilt

vol(My + Kiy1) = (2g + 1)" " vol (M + Kis1)
vol(M} + K;) = (2q + 1)" " vol (M, + K;)

Definiere Abbildungen fi, fo : R — R"™ mit

\; \; g
fl(x) = ()\——:1371, cey )\—+.ll'i,$i+1, Ce ,.’L'n>

)
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Daraus folgt
Aﬁ+K@yzﬁMﬁ+jﬂKﬂ)zﬁvdMﬁ+JQH%:(%§)meMﬁ+fmm»
Es reicht zu zeigen
vol(M] + fi(K;)) > vol(M] + K;)
Fiir x € L; gibt es einen Translationsvektor ¢(z) € L; mit
Ki @+ L) € () O (2 + L) + (x)
= (M} + K;) N (z+ L;) C [(M}+ fi(K;) N (2 + Ly))] + t(x)

Nach Fubini folgt nun
vol(Mi + ) = / vol (Mi + K) (2 + L) da
zeLF

< vol(M + f1(K;)) = / vol (M + K;) N (z + L;)) dz = vol(M + f1(K;))

zeLl;

Fiir die untere Schranke betrachte +% € K. Damit enthilt ihre Konvexe Hiille das Kreuzpo-
lytop.

Aus (1),(2) und (3) folgt dann die Behauptung.

(29 +27)" "Ll (M + K,,) e ()\)‘” ) vol (M) + K,,_1)
n—1
item 3 4o An—i i " item 2 VOl(K) n
> 11( Antl) -vol (MI' + Ky) > H)\i-2—n(2q—|—1) O

3.18 Proposition. Sei K € K, A € L. Dann gilt

#(KNA) < [[—)\l(f{’ A +1]"

Das bedeutet
int(KecapA) ={0} = M(K,A)>1 = #(KNA)<3"

Beweis. OBdA sei A = Z", und wir schreiben \; := \;(K,Z"). Setze k := [[/\l1 +1]. Angenommen,
es gilt 2,z € Z" N K mit 2z =2z mod k. Dann gilt

1 1 1 2 . —
Z"gz(z_z):—<§z—§z) EECm‘c()\lK) — z=7Zz

Zwei verschiedene Gitterpunkte von K liegen in verschiedenen Restklassen modulo k. Also ist
#H(KNZ") < k™ O
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Wir haben quasi eine diskrete Version von Minkowskis erstem Satz. Die Frage nach einem Analogon
fiir den zweiten Satz ist offen. Die diskrete Version impliziert die Aussage fiir das Volumen, da wir
Jordan-messbar voraus setzen.

3.19 Lemma. 1.

2. bi,...,b, € A ist eine HKZ-Basis genau dann, wenn
by = be| L, Li = lin{by, ..., b;}
sind kiirzeste Gittervektoren in A|Lj—, und |p;;| < 3
Beweis. 1.
2. Induktion, n = 1 ist klar. Nach Definition is by, ..., b, HKZ-reduziert genau dann, wenn

(a) by kiirzester Gittervektor in A
(b) Vg = b2 — ,Ltglbl, e, Uy = bn — ,unlbl ist HKZ von An—l = A| lin{bl}L.

(¢) |ual <3
Nach Induktion ist vs, ..., v, HKZ genau dann, wenn
(a) Ty = vp|LiL_, ist kiirzester Gittervektor von A,_1|Lj-, fiir k =2,...,n.

(vi,0;5)
llv51

(b)

Nun ist Ly_1 = L, @ lin{b;}. Damit ist z|L+ | = (z|lin{b: }1) | Ly und

< fir2<j<i<n,

[_)kzbk”]i;l:’vﬂié_fQ:ﬂk ]{?:2,...,77,

Damit erhalten wir

gt = [l | QB BB 2 =
;1 v e 2
3.20 Satz. Sei by,...,b, HKZ von A € L™. Dann ist
2 Vi+ 3
= (B M) < b < YEE2N (B, A) i=1,...,n
Vi+3 2
Beweis. Setze \; := \(B,,\). Sei by, ..., b, die zugehorige GSO-Basis. Dann gilt
i—1 2 , , , 1k ,
07 = (B + > pgs| = [Bi]”+ D P [B5] <[] +12|bj‘ (1)
j=1 j=1 j=1

obere Schranke Seien ay,...,a, € A linear unabhéngig mit |a;| = A;. Fiir j < n wihle k so,
dass ay|lin{by,...,b;_1}*+ # 0. Nach Lemma 3.19.item 2 gilt fiir j <n

|5]| S |ak|lin{bl, ,bj_l}l| S Qg S )‘j
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Nach (1) ergibt sich

untere Schranke Wir haben

105 < |bk| lin{by, . .., bimi 3| < |bx]

i—1 .

- +3
>_[hl" = (Z 1 ) e
i=1

b)? < (B +

A

Fiir festes k folgt dann
k+3
4

wobei die erste Ungleichung aus der Definition der sukzessiven Minima folgt. Damit haben
wir die untere Schranke. O

A2 < max{|b| i <k} < |br|?

3.21 Korollar. Sei A € L™. Es gibt eine Basis by, ...,b, von A mit

1

1b1] - o]\ ™

A M) <

< det A =
Beweis. Sei by, ..., b, eine HKZ-Basis von A.
1
ol ol s (1 VBT A )Y
det A - , 2 det A

1
Theorem 3.17 on n (z +
< \/ﬁ < ) — 2\/5. <<2—n
T2

wobei wir nutzen I'(2 + 1) &~ (2)! < (g)% O

wobei ¢ eine absolute Konstante ist.

Beispiel. Im 2-dimensionalen, sei b, ein kleinster Gittervektor. Dann haben wir [by|> > |b;]* und
damit |by|? < —5|by|%. Daraus erhalten wir

1—p2
. [ 1 2
1] - |ba| _ ‘b1’|?2| _ |l_7_2| < 5 < —= ~ 11547
det A |b1[|b2]  |b2] 1—p 3

Dieser Wert ist optimal, wie das Hexagonalgitter zeigt.

3.22 Proposition. Sei B = (by,...,b,) eine HKZ-Basis von A € L". und sei qp(z) = 27 BT Bx
fiir x € R™. Dann gilt

gp(z) = > | Ibif? (xz + ) sz’%’)

i=1 j=it1
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mait

N | —

|1l <
n n 2

|bl~c|2 = min Z |b7,|2 (Zz + Z ,uiij> 10 # (Zk, o, 2n € /A
i=k j=i+1

Beweis. Sei B = (by,...,b,) die GSO. Schreibe B = B - M wobei M eine obere Dreiecksmatrix
ist, mit 1 auf Diagonale und p;; oberhalb. Dann ist

bi)? ...
qB(m):xTMTFTEMx:xTMT " Mz
[bn?
Weiter ist ¢g(2) = 21 BT Bz = | B2|? und
min {gp(z): 0# 2 € Z"} =min{|Bz|*: 0 £ 2 € Z"} =min {[b]* : 0 #£ b € A} = |y|?
3.23 Definition. Sei A positiv definit. Die Form

n n 2
qa(z) =2 Az = Zai . (xl + Z ajix]-)
i=1

j=it+1

O

heifst HKZ-reduziert, falls die positiven dufieren Koeffizienten

3.24 Satz. Sei by,...,b, € A eine LLL-reduzierte Basis von A € L™. Dann gilt

[bil* < 2777 [b,

3.25 Satz. Sei A € L™ und by, ...,b, eine LLL-reduzierte Basis.
1. |by| < 2" A(By, A)

n—1

2. |by] < 2°7" (det A)~
1

b1 ]-...-|bn]
3. ( 1detA )
Beweis. Nach Satz 3.24 gilt

712 1 A 2 o .
|bg|” > 5 |b;| fiirk > @

L 1 k—i
SZHORS
=5 M (B, A) > min{[bi], ..., [ba|} > <-> b
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Weiterhin ist

(det A)? H|bk\2 > sz Tlonl® = NG >!b1|2”

k—1 k—1 k—1
— - 1 -
bk+z,uk,ibi < |bk]2+12\bi|2 < |bk|2+< sz ) B> < 251y |

i=1 i=1

by, =

Damit haben wir
H’ka SH\BkPHQk = (detA)?- 2(3) =
k=1 k=1 k=1

3.26 Bemerkung (Babai, 1986). Sei A C Q" eine Gitter und sei w € Q™. Dann existiert ein
polynomieller Algorithmus, der ein @ € A berechnet mit |w — a| < 22 min{|w —b| : b € A}.

Beweis. Sei by, ..., b, eine LLL-reduzierte Basis. Zunichst bestimmen wir einen Punkt a € A mit
& 1
w—a:z;m—bi |Ui|§§
1=

Seiw=> ", aiynl_% mit 0;, € Q. Dann haben wir

Unn n Zo-zn lb + Onn_ [Un,nDbn

Im néchsten Schritt zichen wir [0y, ,-1]b,—1 von der linken Seite ab usw. Sei a = Yo loiilbi € A
Sei ¢ € A mit [w — c| = min{|w —b| : b € A} und schreibe w — ¢ = }_ p;b;. Angenommen c # a.
Setze py = oy — [okx]. Dann ist w —a = > p;b;. Sei k der grofte Index mit uy # pg. Dann ist oder

k SO

k—1
ANlin{by,....,by}dc—a=(w—a)—(w—c)= Z(pl — pi)b; = ZT,@—}— (P — 1) b

=1 £0,€7,

(wihle 7; so, dass dies gilt). Der letzte Koeffizient ist ganzzahlig, da es sich um einen Gittervektor
handelt. Damit haben wir |pj, — pu,| > 1, also |p| > 5. Dies ergibt

k+1 k+1

w—al* < Z\b P+ 3ot Zz‘f Tl + 3
’“(Zwm > ufw) <2+ (ZmF) < 2w — cf? .

i=k+1 i=k

Satz 3.24 |

3.31 Satz. Sei k € Ky, A € L™. Dann existiert eine Basis by,...,b, von A so, dass |bi|x <
max {1, 1} - N;(K, A).

Beweis. seien ay,...,a, € A linear unabhéngig mit a; € \(K,A)K. Nach Satz 2.12 existiert

eine Basis C' := (¢q,...,¢,) von A und eine obere Dreiecksmatrix H € Z"*" mit nic_ht—negativen
Eintrigen und hyj > h;y fiir alle ¢ < k so, dass A := (ay,...,a,) = C - H. Sei H := H! =
(hij). Dann ist H eine obere Dreiecksmatrix mit hy; = h;;'. Se1 V € 7" eine andere obere

Dreiecksmatrix mit Nullen auf der Diagonalen so, dass ]hm —|— 'UU] < 4 fiir alle i < j. Setze

B:=(b,....by) =A(H+V)=C+ AV
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Dann ist b; € A und

det B =det A-det (H+V) = —7 — detC #0

Damit ist B eine Basis des Gitters.

k—1
1 1
bk = 2 (hjk + vjr) aj + | S Z Rk + v lag| e + 57— o |ar|
k EXNe(K,A) 2 hye > 2
)\k(K A) + —)\k(K A)<{2 B 8) s P 2
denn, wenn hy, = 1, dann gilt h;, = 0 fiir ¢ < k, also hi = v, = 0. O

3.32 Korollar. Se: K € K} und A € L". Es gibt eine Basis by, ...,b, von A mit

n

_ 1 (|bi]k - fbalk
- . <
¢~ ( Tot vol(K) n

fiir absolute Konstanten c,¢ und es gilt

b < (20 detL \7
M= \Vol(K) M (K, A)!

Beweis. Nach Theorem 3.17 gilt

n n

2 n
o det A < vol(K) Z”1 Ni(KGA) <2"det A
Mit Satz 3.31 erhalten wir zudem

n

n—1 n
me2 < T[nten < [T e

i=1

Einsetzen liefert die obere Schranke.
Fir die untere Schranke betrachte

AN A < Ar L A vol(K) < 27 det A

Damit haben wir

on—i+l _ n—i+1
— vol(K) min {[b;|x : 7 < j < n}" " < vol(K) —[bil k- - |bn| &
n!
det L
<A A vol(K) < 2N% O
1

3.33 Definition. Fiir KinKj mit A € L heit eine Basis Minkowski-reduziert, falls fiir 1 < <n
gilt

|b;|x = min {|b|x : b€ A, {by1,...,b;—1,b} primitiv}
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3.34 Proposition. Sei K € K und A € L. Dann ist by, . .., b, Minkowski-reduziert, genau dann,
wenn

n

> zb;

J=1

bi| e <

fir alle z € 7" mit ggT(z;, ..., z,) = 1.
3.35 Satz. Sei K € K und A € L™ und seien by, ...b, Minkowski-reduziert. Dann gilt
Ni(KGA) < max{[bj|k 1 j < i}

sowie

i—1
e (5) M)

Beweis. Die untere Schranke ist klar.
Obere Schranke mit Induktion. ¢ = 1 ist klar. Seien a4, ..., a; linear uabéngig mit |a;|x < \;(K,A)
fir 1 < j <. Betrachte by,...,b;_1,a; und sei b € lin{by,...,b;_1,a;} N A so, dass by,...,b;_1,b

eine Basis von lin{by,...,b;_1,a;} N A ist. Dann lésst b sich schreiben als
i—1
b= ijbj -+ Pil; mit Pj eR

Dann gilt = o € Z.. Weiterhin kénnen wir annehmen, dass |p;| < 1 fiir 1 <7 < j—1, denn ansonsten
ersetzte b durch b — > | p;]b;. Daraus folgt

il < [b|x < ib; +Pzaz

1
Zé 1015 + |ail g
L1 /3\ ! 3\

Jj=1

Mit mehr Aufwand kann man den Faktor % ersetzen durch %. Es ist offen, ob es polynomiell
(moglichst linear) geht.

4 Ubertragungssitze

4.1 Bemerkung. Sei A eine Gitter mit Basis a;e; mit ay > ... > «a,,. A" ist ein Gitter mit Basis
a; 'e;. Dann gilt

Ai( B, A) = appgi—i Ni(Bp, A*) = a;!

Fiir das Produkt ergibt sich dann

Ai(Br, A)Aj (B, A*) = St

@

Dafiir wollen wir Schranken angeben. Doch eine obere Schranke ist nur moglich fiir j <n+4+1 —1
und eine untere Schranke existiert nur fiir j > n+ 1 — 7.
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4.2 Lemma. Se: K € Kij und A € L". Dann ezistiert eine absolute Konstante ¢ mit
)\1(K, A))\l(K*, A*> S cn
Beweis. Aus Theorem 3.16 folgt

MK A) < 2+v/det A MK A < 2+v/det A
Y/ vol(K) Y/ vol(K*)

Damit erhalten wir
4 1.6

A (K, AN (K AY) <cn O
U A = o) vl =

4.3 Satz. Fir jedes n gibt es ei Gitter A € L™ mit A = A* und
A (B, MM (B, A*) = M (B, A)? > dn

Damit ist eine lineare Schranke das beste, was maoglich ist.
4.4 Satz. Sei A € L. Dann existiert eine Konstante ¢ mit

Ni( B, M)A py1—i(Bn, A*) < en?
Beweis. Sei by, ..., b, eine HKZ-reduzierte Basis mit GSO by,...,b,. Sei L; = (by,...,b;_1) und
Apy1i = A | L. Nach Lemma 2.18 ist [A,;1]" = L N A* C A*.
Schreibe verkiirzt

Njmi—i = Nj(Bn N L, M) N = N(Ba N L [Apaa—i]")

Weiterhin ist

i—1 i—1

_ 1 — 2 1

’b |2 b +ZM7«] S b Z ‘b] = A?n+1—z+zz)\%n+1—j
j=1 j=1
Daraus ergibt sich
‘61’2 ()‘T, ) < A% n+1—i Z >‘l n+l—j
* * 2
< )\% n+1—1 ()\17n+1 —1 Z )\1 n+1—j )\1 n+1— ])

i—1 :
1 t+3
N2 N2 2
§c~<(n+1—z)+zl§(n+1—])><c- T

j=1
Da g, < max{|bi|,...,|bk|}, erhalten wir
+ 3
)\i,n)‘in < : Z n (2)
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Nun betrachten wir

2 * 2 * * 2
|bl| ()‘1,77,—1—1 z) < )‘1 n+1—3 ()‘n-i-l —1, n E : )‘1 n+1—j >‘n+1 ) n)
<N (N )\ )’
1n+1—: n+l—in+1— z 1,n+1— ] n+1—i,n+1—j

i—1

4 4

=1

4 4 4

(2) —1+4 1 —1+4 —14+41+43

Zusammen ergibt dies
Ain ()\:+1—i,n)2 < ent n
4.5 Satz. Sei K € Kj und A € L". Dann st
T < N(K M)A (K7 A7) < en?

Beweis. Nach Bemerkung 1.5 existiert ein A € R"*" so, dass B,, C AK O]

4.6 Bemerkung. 1. p(K,A) > (detA/ VOI(K))%
2. Firte R", A > 0 gilt
plt+ K, A) = p(K, A)
PG AN) = Au(K, A)
3. Wenn K N A = (), dann ist u(K,A) > 1

4. p(By,Z") = 3y/n, man muss nur den Punkt ( 1) betrachten.

1
5y
4.7 Satz. Sei A € L.

1. Fir K € K" gilt

p(KGA) <M (K — K, A) 4+ ...+ (K — K,A)
2. Fir K € Ky gilt

P A) > SA(KA)

N | —

Beweis. Schreibe p = p(K,A) und A\; = N\ (K — K, A). Seien ay,...,a, € A linear unabhingig
mit a; € \;(K — K). Dann existieren v;, v, € K mit a; = \j(v; — v}). Sei w; := A\jvy. Damit gilt
w;, w; + a; € ;K. Sei x € R™ beliebig und schreibe x — > w; = > p;a; fiir Koeffizienten p; € R.

:ZLPiJaiJFZwiJFZ(P
—Z pi aﬁz (1 —pi+ [pil) wﬁz — o)) (wi + a;) €A+ NK

i=1
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Daraus folgt © < > \;.

Sei a; € \;(K,A)K. Angenommen, es gibt ein b € A mit ‘b — %an|K < %/\n. Nach Dreiecksunglei-
chung gilt
1 1 1 1
bl < |b—=an| +|zan| <A+ A=\
27| 2, T2t T 2

Doch dasselbe wenden wir an auf b — a,, und erhalten

b —ay|x < ‘b—%an K—l— %an . < %)\n—l-%)\n:)\n
Damit gilt
b,b—a, € ANint(\,K) Clin{ay,...,a,_1}
was ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit ist. O

4.8 Definition (Gitterdicke). Sei A € L™, K € K".

W(K) := min (max(b,x)—min(b,y))

0#beA* \ zeK yeK

heikt Gitterdicke von K beziiglich A.

</U, .’L> = Qmax <’U7 L> = Opin

Das heifst, wir zahlen zwischen unseren beiden Schranken die Anzahl der parallelen Gitter-Hyperebenen.
Sei b € A* primitiv, ergénze dies zu einer Basis b, by, . . ., b, von A*. Wahle b, bs, . .., b, als zugehorige
polare Basis von A. Dann gilt

(b,b) =1 (b,b;) =0
Das heiftt, gemessen am Ergebnis der Skalarprodukte haben alle Hyperebenen Abstand 1.
4.9 Proposition. Set K € K", A € L".

Wa(K) = M((K — K)*, A7)
M(K7 A>WA(K)

[SIE

c-n

IN

Beweis. Angenommen,L € K, dann ist y € pL < Vo € L.(y,z) < p.
Sei b beliebig. Setze p := max {(b,v) : v € K — K}. Dann ist b € p(K — K)*, also |b|(x_k)- < p.
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Weiterhin ist
bl(k—k)y=p = bep(K —K)" = YweK—-K(v) <p = IIIl(aXK<b,U> <p
VEK —

Somit ist

Wr(K)= min max (b,v) = mm blx—rys = M (K = K)*, A7)

0£bEA* vEK —K 0#£bEA

(Beachte, dass das max —min aus der Definition einflieft in K — K, da wir beide Teile separat
optimieren.)

UK, NWA(K) = u(K, A (K — K), A7) £ (ZA (K - KA)) (K - ), A7)

=1

_ zn: MK — K, MM (K — K)*, A% < ndn(K — K, A\ (K — K)*, A%)

i=1

njot

45
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4.10 Korollar (Flatness Theorem). Sei K € K", A € L™ mit K N A = 0. Dann ist Wy (K) <
7
c-ne.

Beweis. Wegen K N A = () ist (K, A) > 1 und wir sind fertig mit Proposition 4.9. O

4.11 Notation. Sei p; : R™ — R gegeben durch p,(z) = e ™ (1—”)2 Sei v € R™. Fiir Teilmengen
C v+ A setze p(S) = ,cqpe().

4.12 Lemma. Sei A € £ und v € R"™.
1. pe(A) = det A*t"py e (A*).
pe(N) < t"py(A) firt > 1.
i+ 8) = det A" 3, prje(y)e 00
4 puu+A) < pi(A)

Beweis. Nach 77 ist

Y fle)=detA* Y fly)

€A yeEA*

Nach Bemerkung 2.21 ist p;(y) = t"p1,.(y) und mit ?? folgt item 1.
Mit item 1 haben wir nun

t>1
pe(A) = det A*t"py 4 (A*) < det A*t"py (A") £ det A" det Apy(A) = £7py(A)

Sei g(x) = pi(r + w). Dann ist

g(y) _ / 677r|%(w+u)’2€—27ri(x,y)dx _ eQﬂi(u,y) . / efrr|%(m+u)|26_27ri<a:+u,y)dl, — 27rz<u y)z)\ (y)

33



Mit ?? erhalten wir daraus

(u+A) = glx) =det A" > Gly) = det A" Y ¥ py i (y)

zeA yeA* yeA*

Fiir den letzten Teil nehmen wir die Dreiecksungleichung

pe(u+ A) < det A" > [0 | oy (y)| = det A" D pyjely) = pelA)

yeA* yeA*

O

4.13 Lemma. Se: u € R". dann gilt

pr ({veu+A:|o]>+/n}) <27"p(A)
Beweis.
»|2
2"/)1(/\) > p2(u + A) > po ({v cu+A: |v| > \/ﬁ}) = Z e*ﬂ% = Z e*ﬂ"vl2€%ﬂ|’v|2 > e%ﬂn
vEuU+A,|v|>/n veEu+A,|v|>/n

O

4.14 Korollar. Sei A € L™ mit \(B,,\) > \/n. Dann gill

n pl(u+A*) —n+1
Vue R" |———— —1| <2
ve det A -
Das heifst, die Funktion (in Abhangigkeit von u) ist nahezu konstant. Insbesondere ist
* —n+1
p1(A*) < 142 <3
pr(u+A*) = 1 -2l —
Beweis. Es ist A\ {0} = {v € L: |v| > y/n}. Nach Lemma 4.13 mit u = 0 folgt
—n —-n —-n 1
prIANADY) = 2771 (A) = 27" (14 (AN {0})) < 27" + 5o (AN {0)
und damit p;(A\ {0}) < 27"*L. Daraus folgt
3 2mi{y,u) 271'@ u) pl(u+A*)
=det A (v, (v, —_
e Zpl(y =detA |1+ Z EEY
yeA yeA\{0}

O

4.15 Satz. Sei A € L. Dann ist A\ (B, AN)u(By,, A*) <n

Beweis. Schreibe kurz A\ = \(B,,A) und p* = p(B,, A*). Angenommen Ajp > n. Durch Skalie-
rung konnen wir oBdA annehmen A\;, g* > y/n. Damit existiert ein v € R"™ mit Vb* € A*.|b* —v| >
v/n. Daraus folgt

. . 413 L 4 L, n>2 .
pr(—v+A) =p ({ue —v+A:|ul >vn}) < 2" (A7) < 27 3pi(—v+A) < pi(—v+A%) 4
O
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4.16 Korollar. Sei A € L™ und K € K.
1. M (Bp, A)\(Bp, A*) < 2n
2. M (K, Np(K* A*) < 2n2

3. M (K, M)A (K*,A*) < 4n?

4. Sei L e K™ mit LN A = 0. Dann ist wy(L) < 2n?.

Anmerkung: Die beste bekannte Schranke ist ni -(logn)¢, vermutet wird n (was eine untere Schranke
ist).

5 Packungen

5.1 Definition. D C R" heikt Packung von K € K" falls Vz,y € D.(z+int(K))N(y+int(K)) = 0.
Die Menge aller Packungen ist P(K).

5.2 Proposition. Sei K € K.
1. 0<o(K) <1.

2. (t+ AK) = 0(K) fiir beliebige A € GL(n,R) und t € R". Das heifst, die Packungsdichte ist
affin invariant.

3. Sei K € Kfj. Dann st

DeP(K)&Ve,ye D.|r—ylxk >2< Ve,y € D.(z+int(K)) N (y+ int(K)) =0

4. Sei D € P(K). Dann ist

s vol(K) - #(D N A[—1,1]")
oD ) = I T L)

5. P(K) =P (3K - K)) und fir D € P(K) gilt

5(D,K) =16 (l(K ~ K), D> : YOI(K) — §(K) =16 (1(K - K)> YOl(K)
2 vol (1(K — K)) 2 vol (1(K — K))
Beweis. Teil (i)-(iii) klar. Setze C,, := [—1,1]" (fiir ,cube®).
4. Nach Definition ist
, #{reD:x+ K CAC,}
D . K)=1 (K
(D, K) 11;11_}8013pvo( ) ol
Seiv >0, K, K — K C yC, und fiir A > = sei
mi(A) =#{X eD: x4+ K CC,} mi(A) =#{X e D:xC\C,}
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Sei z € D mit « + K C AC,,, aber x ¢ A\C,,. Dann gilt z + K C AC,, \ (A — 7)C,,, weil

(z+K) N(A=7)C,#0 = veKes+ve A=—7)C, = z€ —v+(A—7)C, CYCr, + (A — 7
Daraus folgt

vol(K)my(X) < ma(A\) vol(K) + (A" — (A — 4)™) vol(C,,) < vol(K)ma () + A" 'e(n, ) vol(C,,)

Im Grenzwert verschwindet der zweite Summand.

Angenommen x € D N AC,, aber z + K € AC,. Dann gilt © + K C (A +7)Cp, \ (A — 7).
vol(K)ma(X) < my(\) vol(K) + (A +7)" — (A —~)") vol(C,,) < vol(K)my(A) + A" é(n, v) vol(C,,)

Erneut ist der zweite Summand im Grenzwert irrelevant.

Zusammen ergeben beide Ungleichungen

e, y) vol(K)my(A)  vol(K)my()) < c(n,7)

A vol(A\Cy) vol(AC,,) A

Fiir A — oo ergibt sich Gleichheit.

5. Wir haben
(z+int(K)N(y+int(K)) #D < r—ycint K —int K = int(K — K) = %int(K—K) - %int(K
& (x+%int(K—K)) N (y+%int(K—K)) #+() =

Damit erhalten wir

1 vol(K)# (NAC,) vol(K) _ vol (3(K — K)) #(DNAC,) VO
oK, D) = hIAILSoljp vol(AC,,) ol (LK - K)) h?'riigp 2 vol(AC},) ~ vol (L(

5.3 Lemma. Sei S C R" beschrinkt, messbar und vol(S) > 0. Sei D € P(K). Dann existieren
v,w € R™ mat

vol(K)#((w + S)N D)
vol(.S)

vol(K)#((v + S)N D)
vol(.S)

<O(K, D) <
Beweis. Betrachte die obere Schranke, die untere folgt analog. Sei v > 0 mit S C «vC, und sei
g(A) € R mit e(A\) — 0 fiir A — oo und

S(K,)  #(DNAC,)
*N+ E) T ol

Sei z € DN AC,,. Dann ist
—{veR":zev+St—axz—-5SC(A+7)C,

- #((v+S)N(DNAC,))dv = vol(S)#(C N AC,)
(A+7)Cn
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Die letzte Gleichheit erhalten wir, indem wir die charakteristische Funktion y,(v 4+ S) betrachten
und dann

/(Aﬂ)on ( Z Xz (v + S)) dv = Z (/(Aﬂ)cn Xz (v + S)dv) = Z vol(xz — S)

z€DNACr zeDNACr XeDNACr

Daraus folgt, ex existiert ein vy € R" mit

vol(S)#(D N AC,)

#((0x+8) 1 (DNAG) = = JA= 2

vol(5)

e ()

Mit item 5 eralten wir

§(K, D) vol(S) v \"_ (K, D)vol(S) -
#((va+S)NDNAXC,) > vol(K) + (A) vol(S) + (1 — m) = Vol (K) +g(N)

mit £(\) — 0 fiir A — co. Da # ((vy +S) N DN AC,) € N, gibt es ein X € R mit

d(K, D) vol(S)
vol(K)

# ((vx+S)NDNAC,) >

5.4 Bemerkung. Sei K € K". Der Wert
R(K)=min{R>0:3z € R"K Cxz+ RB,}

heifst Umkugelradius. Der zugehorige Wert ¢ € R™ mit K C t+ R(K)B,, heiftt Umkugelmitelpunkt.
Analog fiir die Inkugel.

Es existiert ein k € {1,...,n+1} und 21, ..., 2541 € bd(K)N(t+ R(K)-bd(B,)) (Kontaktpunkte
von Kérper und Kugel) und A\; > 0 mit

Das heifst, wir haben Kontaktpunkte, die einen Simplex bilden und der Mittelpunkt ist eine konvexe
Kombination dieser Kontaktpunkte.

5.5 Satz. 1 Fir K € KJ ist 6(K) > 27"
2. 6(B,) < (n+1)vV2 ". (Die beste bekannte Schranke liegt bei 2~ (©-591+o()n )

Beweis. 1. Sei Dg eine Packungsmenge so, dass fiir alle z € R" gilt (x + K) N (Ds + K) # 0.
(Diese Packung heift saturiert, es passt nichts mehr dazu.) Damit haben wir

VieR" (z+(K—-K))NDg#0 Ve e R".(zr+2K)NDg # 0

Nun nutzen wir Lemma 5.3 mit S = 2K und D = Dg. Dann existiert ein w € R™ mit

vol(K)# ((w +2K) N Dg) S vol(K)
vol(2K)) ~ vol(2K)

5<K7D5’) > =27"

da wir die Méachtigkeit des Schnitts mit 1 abschétzen kénnen.
2. Fiir r > 0 sei f(r,n) = max {#(D Nint(rB,)) : D € P(B,)}.
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Bemerkung. Der Umkugelradius vom regelmifigen Simplex ist v/2 - /T

5.6 Satz (Auswahlsatz von Mahler). Seien A, € L" fir m € N und seien py,ps € By mit
det Ay, < p1 und M\ (By, Ay) > p2. Dann gibt es eine Teilfolge (Ar,,);cn, die konvergiert.

Beweis. Nach Korollar 3.21 hat A,, eine Basis bgm), 0™ mit IT16:/™] < cndetA,,, wobei ¢,

b(m)

eine Konstante ist, die nur von m abhéngt. Ordne |b;m)| < [b3}4]. Dann gilt

AL(Bo, A B L < g det Ay = B < G det Ay, < Gy

Nach Bolzano-Weierstral (eine beschrinkte Folge hat eine konvergente Teilfolge), haben wir nun
Grenzwerte bgmj) — b; € R" fiir j — oo. Sei A = ling{by,...,b,}. Damit gilt
Jj—o0

}(bﬁmﬁ,...,bgmﬂ) — (b1, b 0

1

Wegen det A, EmiN | det(by, ..., b,)| folgt |det(by,...,b,)| > 0, also A € L™ mit A, — A. O

5.7 Definition. sei K € K. Ein Gitter A € £™ heift kzulissig, falls int(K) N A = {0}. Schreibe
O(K) :=inf{det A : A ist K-zulédssig} heifst kritische Determinante von K.

Es gilt A is K-zuléssig, genau dann, wenn 2A € P(K). Um dies zu sehen:

(2a + int(K)) N (24 + int(K)) = 0 & 2(a — @) € int(2K) & (a —a) € int(K) "L a =7

5.8 Proposition. sei K € K. Es gibt ein K-zuldssiges Gitter A mit det Ax = A(K). (Dieses
Ak heifst kritisches Gitter.)

Beweis. Sei A K-zuldssig mit det A = p;. Weiterhin sei p,B,, C K. Dann folgt \(B,,A) > p, fiir
A K zuldssig. Damit ist

A(K) = inf{det A : A ist K-zuléssig, A\;(Bp,A) > ps,det A < p;}

Nach Satz 5.6 existiert eine konvergente Folge (A,,)men von K-zuldssigen Gittern mit A, — Ak
und det A,,, —, A(K),also det Ax = §(K). O

5.9 Proposition. Sei K € K. Dann gilt

vol(K
1. 6,(K) = 2noA((K))

2. vol(K) < 2"A(K).
3. Fir N e L gilt \(K,AN)"A(K) < det A Dies ist dquivalent zu:
Beweis. 1. klar

2. Nach Theorem 3.16 gilt A\; (K, Ax)" vol(K) < 2" det Ag.
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3. Dies ist dquivalent zu A(K) < det (
ist )\1(K, %A) = 1.

—/\1(11(,1\) A) und dies ist ein K-zuléssiges Gitter. Weiterhin

0
5.10 Bemerkung (Vermutung von Davenport). Aus Proposition 5.9 erhalten wir
A (KGN vol(K) < §y (K)2" det A
Dies fiihrt zur Vermutung von Davenport:
MUIGA) N (KGA)A(K) < det A

5.12 Satz (Minkowski-Hlavka,1943). Sei S C R"™ eine beschrinkte Jordan-messbare Menge
mit vol(S) < 1. Dann existiert ein A € L™ mit det A =1 und SN A\ {0} = 0.

Beweis. Es existiert eine Primzahl p mit

1. 7},1 (S N %) <1
p p n Zn

2. S C{x € R":Vi.|r;| < /p}

Das erste sagt einfach, dass wir ein hinreichend feines Wiirfelgitter in S nehmen (wie bei der
Volumenbestimmung).

Angenommen, es gibt p"~! Untergitter A; von Z" mit det A; = p
gemeinsame Punkt ist. Nach item 1 gilt nun

"1 50, dass 0 der einzige paarweise

Pl s g (Sm%zn\{o}) >N "% SHZ%A,-\{O}
s £ :

p
—
det=1

Nach Mittelwertsatz existiert ein A; mit # (S N = Ay \ {0}) = 0.
Nun miissen wir noch Gitter mit der obigen Eigeﬁsghaft finden. Sei
U={uweZ" u=1V2<i<n0<uwy <p}
Firu € U, sei
A(u) = ling{u, pes, ..., pe,}
Damit ist det A(u) = p"~ L. Da uy = 1, gilt
zeANu) e Vi=2...,mz = zu, modp

sowie

A(u) 2 myu + Zmipei =2 21 =m, Vi > 2.2, = zyu; + myp
i=2

Behauptung. Seien u,u € U : p mit u # u. Dann gilt

A(w) N A(m) C {0} U{z € R" : 3z;.|z;| > p}
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Beweis. Sei z € A(u) N A(u). Dann gilt 2 (

u; —u;) =0 mod p. Wegen —(p—1) <w; —u; < p—1,

und u; # u; muss also z; =0 mod p. Mit z; # 0 folgt |z;| > p und wir sind fertig. Andernfalls ist

2p und somit z; = m;p also z =0 mod p. Damit ist z = 0 oder Ji.|z;| > p.

Das heifit, die Mengen S N —= A
p n

e (sn—520) = T #(5nAw (o
p ucUp
Somit existiert ein u € U, mit
1 ~
# —Au) \ {0} | =
p n
Als Konsequenz aus dem Satz haben wir 0y (K) > ((n) - 271,
5.13 Definition. 1. Fiir s > 1 setze ((s) = >, -
2. Sei m € IN. Die Mobius-Funktion ist
0 : Jda.a® | m
uim) =<1 m=1
(=D* tm=p-... ppp P
5.14 Proposition. 1. Fir k€ IN, gilt
o k=1
2. Firn > q2 gilt
m” ¢(n)

m=1

Beweis. 1. Sei k= HZ L pit > 2 die Primfaktorzerlegung. Dann ist

Soutm) =1+ )+ > wows) +

mlk i=1 1<i<j<l

2. Multipliziere mit ((n), dann haben wir

5.15 Notation. Sei A € L™. Setze
A’ :={be A\ {0}:[0,0)NA={0,b}}

die Menge der primitiven Gitterpunkte.
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5.16 Proposition. Sei A € L™ und f : R" — R mit f(x) =0 fir |z| > R (das heifit, auferhalb
eines gewissen bereichs verschwindet die unktion). Dann gilt

S 1= Y um) Y s
beAO m=1 beA\{0}
Beweis. Es gilt

Zf<b>é2szu<m

beAo beAY k=1 mlk

beAd \m=1 =1
=3 um) 3 fmib)
m=1 beAO [=1
=Y p(m) Y f(mb)
m=1 beA?\{0}

]

5.17 Lemma. Sei A € L, n > 2 und sei [ : R" — R Riemann-integrierbar mit f(x) = 0 fir
|z| > R. dann gilt

. detA 1
lim 2. IO =75 | @)

Beweis. Nach Proposition 5.16 und item 2 gilt

Mg

ak) Y R po

be L A0 k=1 be L A\{0}
N Ak k
_y e s detA( ) f(Eb)
k=1 beA\{0}

> ,if) ( - fla)dz + e(k,m)) e - Fehler

k=1

=

1 — (k)
o kzk—

mit e(k,m) — 0 fiir £ — 0. Nach Voraussetzungen (f verschwindet fiir grofe Argument) gibt es
eine Konstante ¢ mit |e(k, m)| < ¢ fiir alle k,m € IN. Sei € > 0 und k(¢) € N mit

an

k=k(e)
und sei m(e) € N so, dass
£

Vi < k(e).Vm > m(e). le(k,m)| < R
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Daraus erhalten wir

oo k(e)
det A k
© E f(b) < E %5(1@ ) +e<2
beLAO k=1

5.18 Definition. Sei ) # S C R".
1. S heift Strahlenmenge, falls Az € S fiir alle z € S, A € [0, 1].

2. S heifst Strahlenkorper falls S eine O-symmetrische abgeschlossene Strahlenmenge ist und
Az € int S fiir alle x € S, A € [0,1). (Insbesondere muss S volldimensional sein.)

5.19 Korollar. Sei S eine beschrinkte Jordan-messbare Menge.

1. Ist S eine Strahlenmenge mit vol(S) < ((n) oder
2. S =-S5 mit vol(S) > 2 oder

3. S ist Sternkérper mit vol(S) < 2¢(n)
Dann existiert ein A € L™ mit det A =1 und SN A\ {0} = 0.

Beweis. 1. Fiir Strahlenmengen S gilt
SNA\{0} =0 SNA’=0
Mit Lemma 5.17 folgt die Existenz einer Primzahl p mit
1
# <Sm Tm—1 (Zn) ) 1

pm

lim
m—o0 pm 1

Rest analog zu Beweis von Satz 5.12

2. Wende Satz 5.12 mit S = SN {r € R": x; > 0} an. Das ergibt

vol(S) = V°12<S )

<1223\ e L' detA=1ASNA\{0} =0

Und damit ist SN A\ {0} = 0.

3. Ist Kombination der beiden vorigen Fille.

5.20 Korollar. Sei K € K. Dann gilt

5,(K) > ¢(n) (5) e AE) < V;;Eff

Beweis. OBdA sei vol(K) = 2¢(n) — ¢ fiir ein € > 0. Nach Korollar 5.19 existiert ein A, € £" mit
det A, = 1 und K N A, = {0}. Damit ist

2A. € P(K)
Damit ist
vol(K) Cr
K> ——/ _9-(n-1) _ =
0c(K) 2 5 A, ) =5
Da ¢ beliebig,folgt die Behauptung. O]
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5.21 Satz. Sei K € K und sei Ax € L™ ein kritisches Gitter. Dann gilt
# (K0 A\ {0}) = n(n+1)

Beweis. Sei B = (by,...,b,) eine Basis von Ag, sei {£ay,...,£ar} = Ax\ {0} N K. Angenommen
k< @ Fir T € R™" mit Eintrigen t;,, und fiir p € R sei B, = B(I, + pT'). Sei a; = Bz
fiir z; € Z". Sei H; eine Stiitzebene von K in a;, gegeben durch H; = {x € R™ : (u;,z) < 1}. Das
heifst (u;, a;) =1 und Vo € K. (u;,x) < 1. Sei a;,7 = B, rz; fiiri=1,... k. Dann gilt

a;pr € Hi & (u;, Byrzi) =1 < (u;, BTzi) =0 & Z Clm,itim =0

I,m=1

fiir geeignete c,,; € R. Wir betrachten nun das homogene Gleichungssystem

Oztl,m—tm’l 1<li<m<n
0= cmilim 1<i<k
I,m=1
Die Anzahl der Gleichungen dabei ist
n®—n n*—n n*+n
+k< 5 + 5 =N

Daher gibt es eine nicht-triviale Losung T = (f;,n)-
Es gibt nun ein p so, dass A, 7 = B, 77" zulissig ist fiir K und alle p mit [p| < p. Angenommen,
dies wire nicht so, dann gibt es eine Folge p; — 0 so, dass

Vie N3Jv, 7 € A, 7\ {0} Nint K

Weiterhin folgt aus der Konvergenz aber auch A | 7 — Ax und oBdA gilt v, 7 — a;. Da aber auch
ay 7 — a1 folgt v, 7 —a, , 7 — 0. Da beides Gitterpunkte sind, haben wir Gleichheit fiir grofes
i. Dann haben wir mit a, , 7 € H;Nint(K) einen Widerspruch. (Stiitzebenen schneiden das Innere
nicht.)

Nun wissen wir A, 7 ist zuléissig fiir beliebiges |p| < p. Das bedeutet

|det B(I,, + pT)| > |det Bl < det (I, + pT) > 1< 1+ mp+np’+ ...+ Tp" > 1
fiir hinreichende kleines p. Fiir die Koeffizienten ergibt sich
T = trace (T) = ijd‘ Ty = Z%i’ifj’j — Ei,j%j,i
j=1 i<j

Damit obige Ungleichung fiir alle p gilt, muss gelten 71 = 0 und 7 > 0. Daraus folgt

0<2m— (1)’ = —ifii -2 %,
=1

1<j

Somit ist T = 0, was unsere Annahme widerspricht, dass T nicht-trivial ist. O
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Bemerkung. Als obere Schranke fiir die Kusszahl haben wir 3" — 1, was wir auch erreichen durch
Wiirfel. Um diese Schranke zu sehen, seien x; die Mittelpunkte der Translate mit xy = 0. Das heifst
(i + K)N(x;+ K)NO fiir i # j. Dann ist ; + K C 3K fiir alle i. Also ist

vol <ﬂ(azi + K)) < vol(3K) = 3" vol(K)

7

5.22 Lemma (Mordell, 1944). Sein > 2. Dann ist A(B,)""? > A(B,,_1)". Diese untere Schran-
ke fiir die kritische Determinante ergibt eine obere Schranke fiir die Packungsdichte.

Beweis. Sei A ein Gitter mit det L = §(B,). Sei b* € A" mit A\ (B, A") = |b*| und sei A,_; C A
das (n — 1)-dimensionale Gitter mit

linAp_y = {z € R": (b*,2) = 0} =25 [b*|A(B,) = det Ap_y > A(B,_1)

Beachte es gilt )\gK, A)"A(K) < det A und

wir

KA)A ist K-zulassig. Mit Proposition 5.9 erhalten

1 2 ?9?
n

*|n < - *| < % >
16*|"0(B,,) < det A A(B,) — V| < A(B,)» = A(B,)" " » > A(Bn_1)

5.23 Notation. e Betrachte das Gitter A, = {z € Z""': 3" z; = 0}. Fiir dieses Gitter gilt
M (B, An) = V2, det(A,) = v/n+ 1. Fiir die Packugsdichte beachte ( € P(K), das
ergibt hier

e Setze D, = {z € Z":3 2 =0 mod 2}. Fiir dieses Gitter gilt nun \;(B,,D,) = v/2 und
det D,, = 2. Daraus folgt §(B,,v2D,) = Vi’/léfz). Das heifit fiir n = 3 erhalten wir die selbe
Dichte, danach ist D,, besser.

e Setze

Egz{z€Z8,U( 1+Z8) Zzz_o mon}

Wir fiigen zu jedem 8-dimensionalen Wiirfel den Mittelpunkt hinzu, verlieren aber die Hélfte
der Elemente. Damlt ist det Eg = 1. Weiter gilt \(B,,, Fs) = v/2. Die Packungsdichte ist
§(Bn,V/2Es) = 351> Was die optimale Kugelpackung ist.

e Setze Br := {2z € Eg: Y 2z = 0}. Hier gilt \;(By, B7) = v/2 = det E; und §( By, V2E;) =

e Setze Fs = {z € By : 2 = 2z = 2}, Hie gilt A\ (Bs, Es) = V2, det B = /3 und
(BGJ\/_E6) 48\/>

5.24 Satz (Lagrange, 1773). 6:(B;) = §(By, v/24,) = 5
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Beweis. Sei A ein beliebiges Packungsgitter vom Kreis By. Sei by, by eine HKZ-Basis mit GSO-Basis
b1, by. Dann ist |by| = |b1| > 2. Nach Proposition 3.22 und ?7 ist

(det A)? = [Bu] - [n? > 2 5] > 12

Damit ist det A > /12, also (B, A) < \/Lﬁ

5.25 Satz (Thue, 1890,1910). 6(By) = 0.(Bs) (hier ohne Beweis).

5.26 Satz (Gaufs, 1840). Im dreidimensionalen gilt

5e(Bs) = 8(By, V2As) = 6(Bs, v/2Dy) — 3% ( — A(By) = %)

Beweis. Sei by, by, by eine Minkowskli-reduzierte Basis. Dann gilt insbesondere |b; £ b;|* > |b;] fiir
i # j. Setze B;; = (b;,b;). Dann gilt 2|3; ;| < §;; und es ist

(det A)? = B11 522833 — B118%; — BaafBis — Baz — By + 2812513503

Wir kénnen annehmen, dass entweder Vi < j.3;; > 0 oder Vi < j.8;; < 0, da wir bei Bedarf b;
durch —b; ersetzen kénnen. Wir betrachten nur den ersten Fall, der zweite ist analog. Die schreiben
wir um zu

2 (det A)? = B11Ba2 B33 + Br1Baz(Baz — 2Bs3) + BaaPrz(Baz — 2B13) + BaaBra(Bur — 2B1a) + Bas(Bir — 2613) (Baz -

und somit ist det A > 44/2. Daraus folgt

ir

3 m
6(Bs, A) < 43% e
Im anderen Fall haben wir |b; + by + b3]* > |b;]? und somit
aij = Bii + By + 2612 + 2813 + 2823 > 0 Yij =285+ Bj; = 0
Damit erhalten wir fiir die Determinante

8(det A)2 = 451192033 — 2611 P23(713 + qa3) — 2B22513(3 + a13) — 45330120012 + (B33 + 713) 23713 + (B33 + 1

und somit det A > 44/2. O

Bemerkung. Man koénnte dies auch mit einer HKZ-Basis zeigen, analog zum 2-dimensionalen.

5.27 Satz. In Dimension 4 gilt
w2 1
0r(Bs) = 0(By, V2Dy) = 5 (& AB) =5

Beweis. Als obere Schranke haben wir

Aus Lemma 5.22 hingegen folgt

A(B)? > A(By)' = § = A(B)) >
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5.29 Satz (Colin & Elkies, 2003). Sei f : R"toR eine multivariate Funktion mit

Ve € R0 < s
fiir Konstanten ¢ und 6. Angenommen
1 f(x) <0 fir e > 1
2. J?(y) >0 fir alle y € R™
Dann gilt
/(0)

>\

d(Bn) < Vol(Bn)Qin :

~~

(0)
Beweis. Sei e > 0 und sei D := J", (t; + A) fiir ein A € L™ eine periodische Packung von 3B, mit

) (%Bn) <d (%Bn, D) +¢e. Wenn f und f,,nice“ sind, folgt aus 77, dass

1 -~ -
Yu € Ran(b+U) - m Z f(b*)627r7,<v,b )

beA b*eA*
Und daraus folgt
— — 1 Tr1HN L 2mit—t,b*)
S S pbt—t) = 3 e 3 e
k,j=1 beA k,7=1 b*eA*
1 - " ; *
— b* 27T’L<tk—tj7b )
det A ( )Z ¢
b*eA* k,j=1
1 - ’
— iy b* 2mi(t;,b*)
det A (%) Ze
bxeA* j=1
11 o~
> 0)m?
Z Joral O

Es gilt b+ t;,t; € D, also |b+t; —t;| > 1 bis auf den Fall b = 0 und ¢; = ¢;. Daraus folgt

SOST Fb+ti— ) < mf(0)

i,j=1 beA
Somit ist
FO) . m_0(BuD) _ 6(By) <
F(0) ~ detA  vol (3B,) ~ vol(3B,)
und fiir ¢ — 0 ergibt sich die Behauptung. O

5.30 Satz (Cohn & Kumar, 2004). Das Leech-lattice ist die optimal Gitterpackung der Kugel
in Dimension 24.

5.31 Satz. Um die Liicke zu schlieffen haben wir

1. Viazoska, 2016/17: 6(Bs) = 6.(Bs)
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2. alle zusammen, 2017: §(Bay) = 67 (Bay).
5.32 Satz. Sei K € K2, vol(K) > 0.
1. Seien by, by, by — by € OK. Dann ist A = (b1, bo)Z? zulissig fiir K.
2. Sei N € L? kritisch fiir K. Dann existieren by, by € A mit by, by, by — by € OK.
Beweis. 1. Nach Voraussetzung ist
int K N {2101 + 2200 : 20 € {0, £1}, 2, € Z} = {0}

Wire auf der Linie durch b; noch ein Gitterpunkt aus K, dann wire b; € int K. Dann
wire K eine Linie, also vol(K) = 0. Analog fiir b,. Angenommen, wir haben ein b = 21b; +
29by € int K mit zo > 2. Da es im Inneren liegt, wihle ¢ mit b + by € int K. Damit ist
P := conv{+b;,b+ b} C K. Daraus folgt

VOll (P N hn{bl}) = 2|b1| A V011 (P N (hn{bl} + Zgbg)) = 2€|b1|
—

2. Da det A = A(K), existieren zwei linear unabhéngige Pukte ;2,0 € A N JK. Nach ?7?
bilden b;, b, 0BdA eine Basis von A. Seien a1, as € Rsg maxiaml mit by — a;b; € 0K und
by + asby € OK. (Wir schauen also in dieser ebene, wie weit wir nach links/rechts gehen
konnen, bis wir auf den Rand treffen. Da K konvex, sind «; eindeutig.) Ist «; > 1, so ist
by — by € OK und wir sind fertig. Fiir ag > 1 ist by + by € 0K, also nehmen wir die drei
Vektoren (by + bg), by, (b1 + by) — by € OK.

Sei nun also ajy,ay < 1. Haben wir zudem aq, s > 0, so ist £by + lin{b; } eine Stiitzgerade
von K. Daraus folgt K \ {0} N A = {£by, £b2}, was ein Widerspruch ist zu Satz 5.21.

Also ist o0BdA ay = 0.

ba

/

0———0

>u

Dann existiert ein A € (0,1) mit vol; (K N (Aby + lin{b1})) = |b1|. Seien u,v die entspre-
chenden Randpunkte. Dann gilt v = u — b;. Nach 77 ist (by, u)Z? zulissig mit | det(by, u)| =
Al det(by, by)| < det A, was ein Widerspruch ist, da A kritisch ist.

U

5.33 Korollar. Sei K € K32, mit vol(K) > 0 und sei Hy das affine regulire Sechseck mit Ecken

auf dem rand von K und minimalem Volumen. Dann ist 6, = 3 - 225 yas bedeutet A(K) =

4 VO](HK)’
% VOI(HK) .
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Bemerkung. Das affine regulire Sechseck ist gegeben durch die Eckpunkte 4b,, +bs, by &= by, mit
Volumen 3 det(by, bs).

5.34 Satz (Fejes Todt, 1950, Royes, 1951). Sei K € K2 Dann ist §(K) = 6.(K).
5.35 Satz (Hales, 1998,2005,2014). Es gilt 6(B;) = 6.(Bs).

Bemerkung. Wir kdnnten noch iiber endliche Paackungen reden. Hier ist ein Problem, dass wir
fiir m Kugeln B, eine endliche Packung D suchen so, dass vol(conv(D + B,,)) minimal wird.

Behauptung (Wurstvermutung). Firn > 5 ist es optimal, die Kugeln in einer Linie (,,Wurst*)
anzuordnen. Bewiesen wurde es fiir n > 42.

In Dimension 3 ist es bis m = 55 optimal, die Wurst zu nehmen. Aber fiir m = 56 gibt es eine
bessere (volldimensionale) Anordnung, ,Wurstkatastrophe®.
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