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Wir beginnen mit einfachen Themen, wie dem Euklidischen Algorithmus, Primzahlen.
Dann betrachten wir zahlentheoretische Funktionen, wie zum Beispiel die Anzahl oder
die Summe der Teiler

Spéter wird es etwas mehr analytisch. Dort beschaftigen wir uns mit Grenzwertverhalten.
Das heifst, wir suchen die Allgemeine Komplexitéit (im Sinne von Landau-Notation).
Dabei bleiben wir die meiste Zeit im Bereich der natiirlichen Zahlen.

Zahlentheorie ist eine der dltesten Wissenschaften, bekannt schon in der Antike.

Eine Eigenschaft ist, dass viele Probleme sehr einfach zu formulieren sind, aber schwer
zu 16sen.

Beispiel (Ramanujan/Hardy). 1729 ist die kleinste Zahl, die sich auf zwei verschie-
dene Arten als Summe von dritten Potenzen schreiben lisst.

1729 = 128 + 12 = 103 + 93

Beispiel (Fermat). Die Gleichung a" + b" = ¢" hat fiir n > 3 keine nicht-triviale
natiirliche Losung. Aufgestellt wurde es 1637 von Pierre de Fermat. Bewiesen wurde es
erst 1997 von Andrew Wiles.
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Beispiel (Summen von Quadraten). Wir konnen jede Zahl als Summe von Quadraten
schreiben. Trivialerweise gilt n = 124-...4+12. Aber im Falle von Quadraten geht es besser:
Wir konnen jede Zahl als Summe von 4 Quadraten schreiben. Bei hoheren Potenzen wir
es schwieriger. Es geht mit 9 dritten Potenzen und 19 vierten Potenzen. Bei héheren
Potenzen kennt man nur Schranken.

Beispiel. e Gibt es unendlich viele Primzahlzwillinge?

e Goldbach-Vermutung: Jede gerade Zahl > 4 ist Summe von zwei Primzahlen.

1 Grundlagen

1.1 Notation. Bei uns gilt 0 ¢ N, dafiir haben wir INo = INU {0}. Ansonsten haben wir
7., R und C wie {iiblich.

Fiir Induktion verwenden wir folgende Axiomatik von Peano: Jedes A C INy hat ein
kleinstes Element.

1.2 Satz. Sei a € N und b € Z. Dann gibt es eindeutige q,r € Z mit b = qa + r und
0<r<a.

Beweis. Existenz: Sei D := {b —ua € Ny : u € Z}. Fiir u = —b erhalten wir eine nicht-
negative Zahl, also ist D # (). Also gibt es ein kleinstes Element r = b — ga € D. Wire
r>a,sowireb—(¢+1)a=r—a>0,also b— (¢+y)a € D, was ein Widerspruch zur
Wahl von r ist.

Eindeutigkeit: Sei b = ¢/a+r' = qga+r mit 0 < r,;7’ < a. Dann ist {—a+1,...;a—1} 3
r—r" = (¢ — ¢)a ein Vielfaches von a. Das kann nur r — ' = (¢’ — ¢q)a = 0 sein, also
r=r"und g =¢. O
1.3 Satz (b-adische Darstellung). Sei b € IN, b > 2. Dann hat jede natirliche Zahl
a € Ny eine eindeutige Darstellung der Form a = Z?:o a;b' mit 0 < a; < b und a, > 0.

Beweis. Existenz: Induktion nach a, fiir a < b klar. Sei nun " < a < b"*!. Nach Satz 1.2
gibt es a,,r € Z mit a = a,b" +r und 0 < r < 0". Nach Induktionsvoraussetzung konnen
wir nun r weiter zerlegen.

Eindeutigkeit: Angenommen, wir haben zwei verschiedene Darstellungen.

a= Zaibi = Za;bj
=0 j=0
Sei s der grofite Index, an welchem die beiden verschieden sind. Dann gilt
0= Zaibi - Zagbi = Zelbl
=0 j=0 1=0

Nun machen wir Induktion {iber s. Ist s = 0, so folgt ey = 0, also a; = a; ein Widerspruch.
Sei s > 1. Dann ist

s—1
E elbl
=0

s—1

s—1
<Y et =D Jar—agpt <Y s 10— 1) =b" -1
1=0 =0 =0

b < leh®| =




womit wir auch in diesem Fall einen Widerspruch haben. O

1.4 Definition. Seien a,b € Z, a # 0. Dann sagen wir “a ist Teiler von b7, falls ein ¢ € Z
existiert mit ac = b. Kurz a | b (und wenn nicht, dann a 1 b).

1.5 Bemerkung. (i) Wenn a | b, so a | (bz) fiir alle z € Z.
(ii) a|bund b | ¢ impliziert a | c.

)
(iii) @ | b und a | c impliziert a | (bx + cy) fiir alle z,y € Z.
(iv) Ist @ | b und b <0, so |a| < |b].

(v) Wenn a | b und b | a, dann |a| = |b|.

1.6 Satz. Seien a,b € Z mit (a,b) # (0,0). Dann ezistiert eine eindeutige positive Zahl
b mit d| a undd| b und d ist mazimal mit dieser Eigenschaft. Das heifit, wenn e | a
und e | b, dann e | d. Dieses d heifit “gréfiter gemeinsamer Teiler von a und b”, kurz
d = ggT(a,b).

Ist ggT(a,b) = 1, so heiffen a und b teilerfremd.

Bewers. Konstruktiv mit wiederholter Anwendung von Satz 1.2. OBdA seien a > b > 0.
Fiir a = b ist d = a = b und wir sind fertig, also nehmen wir an a > b.

Zur einheitlichen Notation setze ry := a und r; := b. Nach Satz 1.2 gibt es eindeutige
q1,7 mit a = ¢y + o und 0 < ry < b. Fiir ro = 0 gilt b | a, also d = b und wir sind
fertig mit Bemerkung 1.5.

Andernfalls fahren wir fort mit r; und ry. Dies liefert eine Folge von ¢;, r; mit r;1q < 7;.
Damit bricht dieses Verfahren irgendwann ab. Wir haben einen letzten Rest 7, # 0 und
ree1 = 0, also r,_1 = qxrg. Setze nun d = ry.

Nun wissen wir ry | rx_1. Mit Bemerkung 1.5 teilt es die Linearkombination r_o =
Qk—17k—1 + 7% Induktiv folgt 74 | @ und 7 | b.

Fiir die andere Richtung nehmen wir an e | @ und e | b. Dann folgt e | (a — ¢1b) = 7o.
Induktiv folgt e | r; fiir alle . Insbesondere gilt e | 7, = d. Daraus folgt mit Bemerkung 1.5
auch die Eindeutigkeit von d, da der gg'l' positiv ist. O]

1.7 Satz. Seien a,b € Z mit (a,b) # (0,0).

(i) ggT(a,b) = min{ax + by :€ N : x,y € Z}. Insbesondere ist {ax + by : v,y € Z} =
ggT(a,b)Z.

(i1) Ist ggT(a,b) = ggT(a,c) =1, so ist ggT(a,bc) = 1.
(111) Gilt a | be und ggT(a,b) =1, so folgt a | c.

Beweis. (i) Sei s = min{ax + by € N : z,y € Z}. Wir zeigen, dass s die beiden
Eigenschaften aus Satz 1.6 erfiillt.
Sei dy | a und d; | b, dann d; | ax + by fiir alle x,y, also d; | s.
Angenommen s { a. Mit Satz 1.2 erhalten wir @ = ¢s +r und 0 < r < s. Sei nun
s =aZ+by. Dannist r = a—sq = a— (aZ+by)q = a(1 — Zq) + b(—yq) eine kleinere
Linearkombination.



D: Aus ggT(a,b) | a und ggT(a,b) | b) folgt ggT(a,b) | ax + by fiir alle z,y € Z.

C: Sei ggT(a,b) = ax + by. Dann ist ggT(a,b)m = a(zm) + b(ym).

(ii) Sei ggT(a,b) = ggT(a,c) = 1. Dann existieren Koeffizienten mit 1 = ax; + by; =
axy + cys. Multipliziert haben wir

1 = a(az1x9 + cx1ys + byr122) + be(y1y2)
Diese Linearkombination muss das Minimum sein, also der ggT.

(iii) Sei a | bc und ggT(a,b) =1, also 1 = ax + by. Dann ist ¢ = a - (cz) + be - y und die
rechte Seite ist durch a teilbar. O

Wir haben somit die ganzzahligen Linearkombinationen charakterisiert. Interessanter ist
das Problem der natiirlichen Kombinationen, fiir mehr als zwei Zahlen ist es immer noch
nicht exakt gelost. Die grofste nicht-darstellbare Zahl aus einer gegebenen Menge heifst
Frobenius-Zahl.

Wir kénnen den ggT auch geometrisch interpretieren. Die Gleichung ax + by = 0 ist die
Normalform einer Geraden in der Ebene. Nun schrinken wir uns auf die Gitterpunkte
ein, dann ist der gg'T' die minimale Verschiebung so, dass diese Gerade wieder durch einen
Gitterpunkt geht.

1.8 Bemerkung. Man kann den ggT auf beliebig viele Argumente erweitern.

1.9 Notation. Eine positive Zahl a € IN mit a > 2 heift Primzahl, falls sie nur die
trivialen Teiler 1 und a hat. Die Menge der Primzahlen wird mit P bezeichnet.

1.10 Lemma. (i) Jede ganze Zahl a > 1 ldsst sich als Produkt von Primzahlen dar-
stellen.

(ii) Seien p1,...,pn € P und p | [, pi. Dann gilt p = p; fir ein j € {1,...,n}.

Beweis. (i) Induktion iiber a; IA mit a = 2 ist klar.
Sei a > 4 keine Primzahl. Dann hat a einen nicht-trivialen Teiler b mit 1 < b < a,
also a = bc. Nach IV sind b und ¢ Produkte von Primzahlen, also auch a.

(i) Seil p # p1,...,pn. BEs gilt ggT(p,p;) = 1 fiir i = 1,...,n — 1. Nach Satz 1.7.((ii))
ist dann auch ggT (p, H?;ll pi) = 1. Mit Satz 1.7.((iii)) gilt also p | p,, und somit

1.11 Satz. Jede Zahl a > 2 ldsst sich eindeutig (bis auf Reihenfolge) darstellen als Pro-
dukt von Primzahlen.

Beweis. Sei a > 4 die kleinste Zahl mit zwei verschiedenen Darstellungen

a = Hpi = HP;
i=1 j=1

Dann darf wegen der Minimalitdt keine Primzahl auf beiden Seiten vorkommen. Ande-
rerseits ist p; | Hp;-, also muss nach Lemma 1.10 es ein s geben mit p; = p. und wir
haben einen Widerspruch. O]



1.12 Proposition. Seien a,b € N mit

a:Hpap b:HpﬁP mit a,, B, € Ny

(i) Es ist b|a genau dann, wenn B, < a, fir alle p € P.

(ZZ) Es ngt ggT(a, b) = Hpmin(ap,ﬂp).

(11i) Die Anzahl der Teiler ist
7(a) = #{deN:d|a} = [J(ay+ 1)

(iv) Die Summe der Teiler ist
ap+1l

=2 d=11"

dla pelP

Beweis. (i) Riickrichtung klar, sei also 5, > a, und a = be. Dann ist a - p~% =
be-p'~ . Der Faktor p’ kommt nun rechts vor, aber nicht links, was der Eindeutigkeit
widerspricht.

(ii) Sei ggT(a,b) = [[p™. Nach (i) folgt v, < a,, B,. Aber das Minimum liefert einen
Teiler.

(iii) Kombinatorik, wir haben je Teiler o, + 1 Moglichkeiten. Nach Eindeutigkeit der
Primfaktorzerlegung liefert jede M6glichkeit auch eine neue Zahl.

(iv) Sei a = p]*...p%m die Zerlegung. Dann ist
a1 am m . a1 m pap+1
S (Sa) (S et o«
71=0 Ym=0 i=1 71=0 Ym=0 pEP

1.13 Satz. FEs gibt unendlich viele Primzahlen der Form 4k — 1.

Beweis. Angenommen wir haben nur endlich viele Primzahlen ¢, ...,q, dieser Form.
Setze N :=4(q; - ... ¢q,) — 1. Dann ist N ungerade, also jeder Primfaktor von der Form
4k £ 1. Wegen N mod 4 = 3 muss mindestens einer der Faktoren die Form 4k — 1 haben,
also eines der g; sein. Dann folgt mit ¢; | —1 der Widerspruch. O

Wenn man nur unendlich viele haben mdachte:

ST ()) Ity e

pelP peP p

Man kann Satz 1.13 verallgemeinern. Seien a, b teilerfremd. Dann enthilt die arithmeti-
sche Folge am + b fiir m € Z unendlich viele Primzahlen (bewiesen durch Dirichlet).



1.14 Satz. Seien a,b € Z mit (a,b) # (0,0). Dann gibt es eine eindeutige Zahl m € N
mit

(i) a|m undb|m
(i1) Wenn a | m und b | m, dann m | m.

Diese Zahl heifst kleinstes gemeinsames Vielfaches kgV(a, b).
Haben wir die Primfaktorzerlegungen a = [ ,cp p™ und b =[] cp P, so gilt kgV(a,b) =

H pmax(oap,/b’p) i

1.15 Korollar. (i) Seien a,b € Z mit ab # 0. Dann gilt |ab] = ggT(a,b) - kgV(a,b),
denn

Hpap+/3p — Hpmin(apﬁp) . Hpmax(ap,ﬁp)

(ii) Seia € Z, my,my € N mit my | a und my | a. Dann gilt kgV(mi,ms) | a.

1.16 Bemerkung. Fiir mehrere Argumente kann kgV (a4, ..., a,) rekursiv definiert wer-
den. Aber dann gilt Korollar 1.15.(i) nicht mehr.

Bemerkung. Diese Konzepte konnen wir auch nutzen, wenn wir uns fiir ganzzahlige
Losungen von Gleichungen interessieren. Betrachte ax + by = ¢ mit a,b, ¢ € Z. Dies hat
eine Losung genau dann, wenn ggT(a, b) | ¢; sei also ggT(a,b) - k = c.

Eine Losung erhalten wir mit erweitertem Euklidischem Algorithmus. Dies liefert az +
by = k, also die Losung (kz, ky). Fiir die Menge aller Losungen betrachten wir den Kern.
Erst einmal liegt (—b,a) im Kern, aber wir suchen den kleinsten ganzzahligen Vektor im
Kern. Diesen erhalten wir, indem wir durch den ggT teilen.

1.17 Definition. Sei m € IN und a,b € Z. Dann heifen a und b kongruent modulo m,
falls m | a — b. Geschrieben a = b mod m.

1.18 Proposition. (i) Es gilt a = b mod m genau dann, wenn a und b bei Division
durch m den selben Rest lassen.

(1i)) Wenn a =b mod m und b =c¢ mod m, dann a = ¢ mod m.

(111) Wenn a; = b; mod m, dann ist (a; + as) = (by = by) mod m und ajas = biby
mod m.

(iv) Wenn a =b mod m, dann ka = kb mod m.

(v) Sei ka = kb mod m. Dann ist a =b mod =T

(vi) Seia =b mod m; fir 1 <i<mn. Dann ista =b mod kgV(my,...,m,).
(vii) Wenn a =b mod m, dann ggT(a,m) = ggT(b,m).

Beweis. (i) Sei a = Im +r und b = Im + 7 mir 0 < 7,7 < m. Dann ist a — b =

(I = 0)m + (r — 7) durch m teilbar. Also gilt m | (r —7) € (—=m,m), also r — 7 = 0.
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(ii) Folgt sofort mit (i).

)
(iii) Folgt sofort mit (i).
(iv) Induktion {iber k mittels (iii).
)

(v) Sei ka — kb = Im und d = ggT(m, k). Dann ist [ -2 = (a — b) - £. Nun aber ist
geT (2, %) =1, also folgt mit Definition 1.17, dass 2 | (a — b).
(vi) klar

(vil) Seia—b=1Im.Dann gilt d |aANd |m < d|bAd]|m. O

apz”®. Bei meh-
0

Polynome in einer Variablen konnen wir charakterisieren mit f(z) =
k

n
reren Variablen haben wir

flzy, ... x,) = Z gyt T

und wieder einmal interessieren wir uns nur fiir ganzzahlige Koeffizienten.

1.19 Satz. Sei [ € Z[xq,...,x,] ein Polynom (in x1,...,x, mit ganzzahligen Koeffi-
zienten). Seien a;,b; € 7 mit a; = b; mod m. Dann gilt f(ai,...,a,) = f(b1,...,bn)
mod m.

Beweis. induktiv, tiber wiederholte Anwendung von Proposition 1.18.(iii) O

1.20 Korollar. a € IN ist durch 9 (3) teilbar genau dann, wenn die Quersumme durch 9
(3) teilbar ist. a € N ist durch 11 teilbar genau dann, wenn die alternierende Quersumme
durch 11 teilbar ist.

Beweis. Sei a = Y ¢; - 10". Setze f(x) := >_ciz'. Dann ist f(10) = a und f(1) die
Quersumme von a und f(—1) die alternierende Quersumme. Nach Satz 1.19 ist f(10) =
f(1) mod 9 und f(10) = f(—1) mod 11. O

1.21 Bemerkung. Die Relation (- = - mod m ist eine Kongruenz auf (Z,+, —(-),-).
Die Aquivalenzklassen heifen Restklassen und lassen sich darstellen als a + mZ. Es gilt
a+mZ =c+mZ < a=c modm.

1.22 Notation. Wenn m im Kontext klar ist, schreibe @ := a + mZ und Z,, :={a : a €
7}

1.23 Definition. Sei m € Z. Eine Menge {ay, ..., a,} heift vollstindiges Restesystem,
falls Z,, = {@ : i =1,...,m}. Aquivalent dazu ist a; # a; mod m fiir alle i # j.

1.24 Satz. Seim € IN und sei {aq,...,an} ein vollstindiges Restesystem. Seien a, k € Z.
(i) {a; +a:i=1,...,m} ist ein vollstindiges Restesystem.

(11) {ka; :i=1,...,m} ist ein vollstindiges Restesystem genau dann, wenn ggT(k, m) =
1.



Beweis. (i) folgt mit Proposition 1.18.(iii). (i) folgt mit Proposition 1.18.(v). O

1.25 Bemerkung. Sei m € IN. Zusammen mit den Verkniipfungen @ + b+ a+ b und
a-b— abist Z, ein kommutativer Ring mit Eins. Fiir Wohldefiniertheit siehe Lineare
Algebra.

1.26 Satz. Sei m € N, a € Z,, \ {0}. Dann existiert genau ein b € Z,, mit a-b = 1
genau dann, wenn ggT(a,m) = 1.

Beweis. Es ist ab = 1 & 3l € Z.ab—Im = 1 < ggT(a,m) = 1 mit Satz 1.7. Fiir
die Eindeutigkeit nehmen wir an ab = 1 = ac. Dann ist a(b — ¢) = 0 und da a und m
teilerfremd sind,folgt b — ¢ = 0, also b = c. O

1.27 Bemerkung. Sei m € IN. Dann ist (Z,,,+, -) ein Korper genau dann, wenn m eine
Primzahl ist. Wir brauchen ndmlich nur noch Invertierbarkeit und die erhalten wir mit
Bemerkung 1.27. Falls m echte Teiler hat, so hat Z,, Nullteiler.

1.28 Definition. Sei m € IN;m > 2. Die Menge {ay,...,ax} C Z heifst reduziertes
Restesystem von Z,,, falls

z: ={a€Z,\{0}:IWbeZpa-b=1}={a;:i=1,....k}

und @; # @;. (Z},,-) ist die Gruppe der Einheiten.
1.29 Bemerkung. Sei m € IN, > 2.
(i) a€Z;, < ggT(a,m)=1
(i) {a €{1,...,—1} : ggT(a,m) = 1} ist ein reduziertes Restesystem.

1.30 Definition. Die Funktion ¢ : N — N mit ¢(m) = #{a € Z,, : ggT(a,m) = 1}
heiflt (Eulersche) ¢-Funktion.

1.31 Satz. Sei m € N,m > 2 und sei {a1,...,ar} ein reduziertes Restesystem von
L, sei l € Z. Dann ist {lay,...,lag} ein reduziertes Restesystem genau dann, wenn
geT(l,m) = 1.

Beweis. Falls ggT(l,m) > 1, so ist auch ggT(la;,m) > 1, also ist la; nicht invertierbar.
Wenn ggT(a;,m) = 1 = ggT(l,m), dann ist ggT(la;,m) = 1, also invertierbar. Mit
Proposition 1.18.(v) ist la; # la; mod m fiiri # j. O

1.32 Bemerkung. (i) ¢(p) = p — 1, falls p eine Primzahl
(i) ¢(m) = [Z,]

1.33 Theorem. Sei m € N, a € Z mit ggT(a,m) = 1. Dann ist a®™ =1 mod m. Der
Spezialfall fiir Primzahlen ist ' =1 mod p st der Kleine Satz von Fermat.

Beweis. Sei ay,...,asum) ein reduziertes Restesystem von Z,,. Wegen ggT(a,m) = 1 ist
auch {a-a; i =1,...,¢(m)} ein reduziertes Restesystem. Bis auf Reihenfolge stehen

overline



dort die gleichen Reste. Das heift, fiir jedes i < ¢(m) existiert ein j < ¢(m) mit aa; = a;

mod m. Dann ist
Hai = H(aai) = q%(™) . H a; mod m
=1=a’"™ modm nach Proposition 1.18.(v) O

1.34 Bemerkung (Fermats (Nicht-)Primzahltest). Gegeben eine Zahl n € IN. Wih-
le ein @ € {2,...,n — 1}. Wenn ggT(a,n) # 1, dann ist n keine Primzahl. Tst a"~! # 1
mod n, so ist n keine Primzahl. Andernfalls haben wir keine Information.

Zahlen mit o™~ fiir alle a € Z} heifen Carmichael-Zahlen. Davon gibt es unendlich viele,
sodass sich der Test nicht ohne Weiteres retten lasst.

1.35 Definition. Eine Funktion f : IN — C heift multiplikativ, falls f(mn) = f(m)-f(n)
falls ggT'(n,m) = 1.

1.36 Satz. Die ¢-Funktion ist multiplikativ.

Beweis. Es ist ¢(1) = 1. Seien also m,n > 2 teilerfremd. Wir wissen ggT'(a,mn) =1 &
ggT(a,m) = ggT(a,n) = 1 nach Satz 1.7. Wir sind also an Zahlen a € {1,...,mn — 1}
interessiert, die teilerfremd sind mit m und n. Wir betrachten dazu die n x m-Matrix
A mit a;; = (i — 1)m + j — 1. Jede Spalte hat beziiglich m einen einheitlichen Rest,
sogar noch stérker, sie haben einen einheitlichen ggT nach Proposition 1.18. Es gibt also
¢(m) Spalten, mit Eintriigen, die teilerfremd zu m sind. Diese enthalten nun alle Zahlen
a€{0,...,nm — 1} mit ggT(a,m) = 1. Wegen ggT(n,m) = 1 ist aber auch jede Spalte
ein vollstandiges Restesystem modulo n, nach Satz 1.24. Davon sind jeweils ¢(n) Eintréige
teilerfremd zu n. Damit haben wir ¢(m) - ¢(n) Eintrége, die zu m und n teilerfremd sind,
also teilerfremd zu m - n. O

1.37 Korollar.
m=][pr" = om)=]]e™) =][—1p™ " =m-]] (1 _ }19)
plm plm

Beweis. Fiir Primzahlpotenzen gilt: ¢(p*) = p¥ —p*~!, denn wir entfernen alle Vielfachen
von p, also p*~! viele Elemente. O

1.38 Satz. Firn € IN gilt 3, o(d) =n.

Beweis. Seien dy,...,d alle Teiler von n. Fiir 1 < ¢ < k betrachte die Mengen M; :=
{m € {1,...,n} : ggT(m,n) = d;}. Die Mengen sind paarweise disjunkt, und decken
alles ab; das heifst die bilden eine Partition. Daraus folgt n = ) |M;|. Weiterhin gilt

ggT(m,n) =d; < ggT (;—"j, d%) = 1. Also ist

n n n
|Mi|:#{1§kéa:ggT(k,E>:1}:(/5(@)

n=Z|Mi\=i¢(g):i¢(d0 O

Damit gilt



2 Kongruenzen

2.1 Satz. Sei m € IN.

(i) Seien a,b € Z. Dann ist ax =b mod m losbar genau dann, wenn ggT(a,m) | b. In

diesem Fall gibt es ggT(a, m) viele Lisungen, die verschieden modulo m sind.

(ii) Seien ai,...,a,,b € Z. Dann ist Y a;x; = b mod m losbar genau dann, wenn

n—1

geT(ay,...,a,,m) | b. Dann gibt es ggT(ay,...,a,,m) - m" " viele Losungen, die

verschieden modulo m sind.

Beweis. (i) Die Kongruenz ax = b mod b ist 16sbar, genau dann, wenn es z,y € Z

gibt mit az — my = b. Nach Satz 1.7.(i) ist dies dquivalent zu ggT(a, m) | b.

Setze d := ggT(a,m). Haben wir eine Losung =, so ist auch § -z = g mod 7,
was wir schreiben als o’z = mod m' mit ggT(a’,m') = 1. Jetzt betrachten wir
a',2ad',...,m'a’. Dabei gilt ia’ = ja’ mod m/' fiir i # j, nach Proposition 1.18.
Damit muss in dieser Reihe jeder Rest modulo m’ genau einmal vorkommen. Also
gibt es ein eindeutiges | € {1,...,m} mit o'l = 0 mod m’. Also hat a'z = ¥/

mod m’ genau eine Lésung modulo m/, ndmlich
d—1

L+m'Z = | (1 +im' +mZ)
=0

Dass Losbarkeit Aquivalent ist zu ggT(ay, ..., a,, m) | b folgt nach Ubungsblatt 1.
Fiir die Anzahl der Losungen machen wir Induktion nach n. Den Fall n = 1 haben
wir bereits in (i).

Erneut setze d := ggT(a1, ..., a,,m) und a; := %, sowie V' := C% und m/ := . Dann
betrachten wir

ayry + ...+ a,z, =0 mod m (1)
Sei nun d’ := ggT(al,...,al,_,,m) (ohne al). Eine Losung z1, ..., a, von (1) erfiillt

n—1

Z ax; +ap*x, =0 mod d

i=1
da d' | m'. Weil d’ die Summe teilt, folgt

a,x, =V mod d (2)

Wegen ggT(ay,...,al,,m) =1 folgt ggT(al,d) = 1. Nach (i) hat (2) eine eindeutig
Losung modulo d’ und genau ’g—,’ verschiedene Losungen modulo m’. Einsetzen dieser
Losungen in (1) ergibt eine lineare Kongruenz in n — 1 Variablen. Dieses System
hat nach Induktion genau d’(m’)"~2 Losungen modulo m/'. Das heift (1) hat genau

/ . . .o
o d'(m/)""? = m™"! viele verschiedene Lésungen.

Fiir jede Losung zy,...,2, von (1) sind auch (z; + k;m');—1__, Losungen, welche
fiir 0 < k; < d — 1 modulo m verschieden sind. Damit ist die Anzahl der Lésungen
dn . m/n—l — d . mn—1. D
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Beispiel. Betrachte 43z = 60 mod 98. Dabei gilt ggT(34,98) = 2 | 60. Daraus folgt,
es gibt 2 Losungen modulo 98. Um diese zu erhalten, 16sen wir 172 = 30 mod 49, was
die (eindeutige) Losung v = —4 = 45 hat. Somit hat unser urspriingliches System die
Losungen x = 45 und x = 94.

Bemerkung. Wir haben gezeigt, wie man konkrete Losungen finden kann. Aber eine
andere Fragestellung ist eine effiziente Darstellung aller Losungen. Wenn wir allein die
Kongruenz > a;z; =0 mod m betrachten, dann suchen wir eine ganzzahlige Basis, deren
Grofe polynomiell in m beschriankt ist.

Als néchstes interessieren wir uns dafiir, mehrere Kongruenzen simultan zu lésen. Dazu
betrachten wir a;x = b; mod m; firi=1,...,n.

2.2 Satz (Chinesischer Restsatz). Seien my,...,m, € N und a4, ...,a, € Z.

(1) Ist ggT(m;, m;) =1 fir alle i # j, dann hat das System der linearen Kongruenzen
X = ¢; mod m; genau eine Losung modulo [] m;.

(i) © = ¢; mod m; ist ldsbar genau dann, wenn ggT(m;,m;) | (¢; — ¢;) fiir alle i # j.
In diesem Fall ist die Losung eindeutig modulo kgV(my, ..., my,).

Beweis. Seien z,z Losungen dieses Systems. Dann ist x —z = 0 mod m; fiir alle 2 und
somit z =& mod kgV(my, ..., m,). Damit haben wir die Eindeutigkeit der Losung, falls
sie existiert.

Beachte kgV(my,...,my) = [[m; falls ggT(m;, m;) = 1 fiir alle ¢ # j.

(i) Induktion iiber n, wobei n = 1 klar ist.

Nach Induktionsvoraussetzung sind die ersten n — 1 Kongruenzen eindeutig mo-
dulo M := H?;ll m; losbar. Also muss eine Losung die zwei Kongruenzen =z = ¢,
mod m,, und x = ¢ mod M erfiillen. Das heifst, es existiert ein y mit * = ¢, +
mypy = ¢ mod M sein. Dies reduziert sich wiederum auf die einfache Gleichung
mpy = c—c, mod M. Nach Satz 2.1.(i) und Voraussetzung ggT(m,, M) = 1 folgt,
dass dies eine eindeutige Losung modulo M hat. Sei dies y = ¢+ MZ. Daraus folgt
T =cp+muc+m,MZ =¢c+ (my-...-m,)Z ist die Restklasse aller Losungen.

(ii) Zuriickfiithren auf (i).
=: Sei * = ¢; mod m;, dann existieren y; mit r = ¢; + y;m; fiir 1 <1 < n. Es
muss also gelten ¢; + y;m; = ¢; + myy; fiir alle 7 # j. Damit haben wir m;y; =
(¢; — ¢i) +mjy;. Dies liefert die Kongruenz m;z = ¢; —¢; mod m; und nach (i) ist
dies 16sbar genau dann, wenn ggT(m;, m;) | (¢; — ¢;).
<: Seien m; = [[p®»¢ die Primfaktorzerlegungen der m;. Insbesondere ist

kgV(ma, ..., my) = [ pretonsiisn)
pelP

Es gilt * = ¢; mod m; genau dann, wenn x = ¢; mod p®» fiir alle p € P und
ap; > 1. Sei p € P und oy,; > poy,; > 1. Dann haben wir die beiden Kongruenzen
r = ¢ mod p** und = = ¢; mod p*»i. Nach Annahme ist p®s | ggT(m;, m;) |
(¢;—¢;). Daraus folgt ¢; = ¢; mod p®»7. Da auch z = ¢; mod p®~ gilt, folgt x = ¢;
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mod p*»i. Das heifst, eine Losung von z = ¢; mod p®»i ist auch eine Losung von
r = ¢; mod p* fiir a,; < oy (***) Sei also P die Menge aller Primzahlen,
die in einem der m; vorkommen und sei i, € {1,...,n} fir p € P ein Index mit
Qpi, = max{oy; : 1 <i < n}. Wegen (***) reich es, das System = = ¢;;, mod p®»i»
fiir p € P zu betrachten. Nach (i) hat dieses System genau eine Losung modulo
Hpepp%ip =kgV(my,...,m,). O

Beispiel. Betrachte das System

z=1 mod 3
=5 mod8
z=11 mod 17

Aus den ersten beiden folgt + = 3t + 1 = 5 mod 8, mit der Lésung ¢t = 4, also = €
13 + 247.. Weiter geht es mit = 13 4+ 24u = 11 mod 17 mit der Losung v = 7. Somit
erhalten wir x = 13 4+ 24 - 7 = 181 modulo 408.

2.3 Notation. Seien f,g € Z[z] mit f = > ;2" und g = > bz’, sowie m € IN. Wir
schreiben f =g mod n, falls a; = b; fiir alle ¢ gilt.

Beispiel. Es gilt (z + a)? = 22 + a* mod 2. Andererseits gilt ® = a mod 3 fiir alle
a € Z (kleiner Fermat), aber dies gilt nicht als Polynom: z* # z mod 3.

e a’+a*+a=0 mod 3 < a+a’+a =0 mod 3, da wir alle Potenzen > 3 verringern
kénnen.

e 22 — 2 mod 6 hat die Nullstellen 0,1, 3 und 4.

2.4 Bemerkung. Sei f € Z[z], m € N,a € Z mit f(a) =0 mod m.
(i) Es gilt f(a+ km) =0 mod m fiir alle k € Z. (siehe Satz 1.19)

(i) Sei g € Z[x] mit f = ¢ mod m. Dann ist g(a) =0 mod m.

2.5 Satz. Sei f € Z[z], m € N und sei a eine Losung von f(z) =0 mod m, das heifit
f(a) =0 mod m. Dann gibt es ien g € Z[x] mit f(x) = (x — a)g(xz) mod m.

Beweis. Wir teilen f mit Rest durch (x — a). Dies liefert ¢ € Z[x] und r € Z mit
f = (z —a)g + r. Insbesondere gilt diese Gleichheit modulo m. Einsetzen von a liefert
die Bedingung 0 = f(a) = (¢ — a)g(a) +r mod m, und damit r =0 mod m. Damit ist
f(z) = (x —a)g(z) mod m. O

2.6 Satz. sei f = Y I jax’ € Zlz], p € P und sei ggT(a,,p) = 1. Dann hat die
Kongruenz f(z) =0 mod p héchstens n verschiedene Lisungen modulo p.

Beweis. Induktion iiber n: Der Fall n = 1 folgt aus Satz 2.1.(i).

IS: Sei n > 2 und f(a) = 0 mod p. Nach Satz 2.5 existiert ein g € Z[x] mit f(z) =
(x —a)g(z) mod p. Fiir jede andere Losung f(c¢) =0 mod p mit ¢ # a mod p gilt nun
(¢ —a)g(c) = 0 mod p, also p | g(c). Wegen degg = deg f — 1 kann es nach IV nur
maximal n — 1 solcher Werte geben. [

12
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2.7 Satz. Seip € P. Dann gilt (p —1)! = —1 mod p.

Beweis. Fiir p = 2 ist es klar. Sei also p > 3.
Betrachte das Polynom

p—1

f(x) = H(x —7) = (a:p_l — 1)

j=1

Es ist deg f < p — 2. Andererseits gilt f(a) = 0 mod p fiir a = 1,...,p — 1 (beachte
a?~' =1 mod p). Nach Lagrange (Satz 2.6) sind alle Koeffizienten von f durch p teilbar.
Der konstante Term aber ist gegeben durch (—1)P"'(p — 1) +1 = (p— 1)+ 1, da p
ungerade. Damit gilt (p — 1) +1 =0 mod p. O

Bemerkung. Die Umkehrung gilt auch: Falls m € N\ P, soist (m—1)!+1=1=%0
mod m. Damit haben wir eine Identitdt fiir Primzahlen.

2.8 Satz. Sei f € Zz], k € N und sei p(f, k) := |{a € Zy : f(a) =0 mod k}|. Dann
ist ThO(f, my - m2) = p(f? ml) : p(f? m2) fUT' ggT(m17m2) =1

Beweis. Setze m :=mj - mg mit ggT(my, my) = 1. Dann gilt
fla)=0 modm< f(a)=0 mod my A f(a) =0 mod my (3)

Jedes dieser beiden Systeme wird individuell gelst mit Losungen aq, ...,a; mod m; und
b, ...,bs mod my. Wir erhalten somit [ - s mégliche Systeme von linearen Kongruenzen
r =a; mod m; Az =b; mod my, welche nach Satz 2.2.(i) eindeutig modulo m l6sbar
sind und dies sind alle Losungen. O

2.9 Satz. Sei f € Zlz], pe P und [ € N.

(i) Wenn f(z) =0 mod p**!, dann f(2) =0 mod p*. Wihlen wir 0 < z < pF+tt mit
der Darstellung z = xo + rp*, dann ist f(zo) =0 mod pF.

(i) Sei xo € {0,....pF — 1} mit f(zo) = 0 mod p*. Definiere S(xg, k) = {r €
{0,...,p—1} : f(zo +rp*) =0 mod p**1}. Dann gilt

1 :f'(z9) #0 mod p
#S(xo, k) = qp : f'(x0)) =0 mod p, f(x) =0 mod p**!
0 :f'(x7g)=0 mod p, f(zg) £0 mod prt!

Beweis. Sei f(xz) =Y ", ¢;x'. Taylorentwicklung bei Stelle x liefert

n L F0) (5, l
s =3 T




Wenn wir in die Taylorentwicklung nun o + rp* einsetzen, erhalten wir
fxo+1p") = flwo) + f'(wo)rp® + C - p**!

fiir ein C' € Z, und damit f(zo+rp*) = f(xo)+f (zo)rp® mod p*TL. Das heifit xo+rpF ist
Losung genau dann, wenn f(zo)p~* +7- f'(x¢). Dies betrachten wir als lineare Kongruenz
in r. Nun betrachten wir die einzelnen Fille. Fiir p 1 f'(x¢), konnen wir es invertieren
und nach Satz 2.1 erhalten wir die eindeutige Losung r = f(xo)p*! - f/(z0)~! mod p.
Die iibrigen beiden Félle sind klar. O]

Beispiel. Betrachte () = 2* + 7z + 4. Wir suchen eine Nullstelle modulo 9. Zunéichst
rechne modulo 3: f(0) =4 =1 mod 3, f(1) =12 =0 mod 3 und f(2)34 =1 mod 3.
Nun sei o = 1 mod 3. Dabei gilt f/ = 42° + 7 und f/(1) = 11 = 2 mod 3 mit dem
Inversen f'(1)™' = —1 mod 3. Damit haben wir die eindeutige Losung r = 1 mod 3.
Das heifst die einzige Losung modulo 9 ist x1 =29+ 1-3 = 4.

2.10 Satz (Chevalley). Seip € P und f € Zy[z1,...,x,) mit deg f < n und £(0)
(f hat keinen konstanten Term). Dann existiert eine nicht-triviale Lisung von f(x)
mod p.

0
0

Beweis. Wir nehmen an, dass f(x) = 0 nur die triviale Losung = = 0 mod p hat. Dann
betrachten wir die neue Kongruenz

()1 = flz)P' =

n
1=

(1-at)

1

Nach kleinem Fermat ist jedes x eine Losung dieser Kongruenz. Aber nach Annahme
ist deg1 — f(x)*~' < n(p — 1) = deg[[~,(1 — 2%~ "). Die rechte Seite lisst sich jedoch
darstellen als 27" + g(z) fiir ein g € Z,[z] mit degg < n(p — 1). Nach Theorem 1.33
ist @ = @ mod p und somit kénnen wir annehmen, dass jedes x; in f(z)P~! maximal in
Potenz p — 1 vorkommt.

[check /fix ]

Wir betrachten die Differenz der Terme, nennen es (**). Dies fassen wir auf als Polynom
in X,, und schreiben es als

n—1
xP! <H a:f_l — hp_1(z, ... ,xn_l) + ...+ zphi (e, . Tpy) + ho(Ty, .o 2—1) =0 mod p

mit deg g;(z1,...,T,—1) < i(p—1). Nach Satz 2.6 hat dieses Polynom in x,, fiir jede Wahl

von x1,...,T,_1 maximal p — 1 Nullstellen modulo p, es sei denn, alle Koeffizienten sind
0. Daraus folgt H?;ll a?" — hp_y(21,...,20_1) = 0. Dies fiihren wir fort, und erhalten
zum Schluss xﬁ’fl — ¢g1(z1) = 0, was p Losungen haben muss, aber degg; < p — 1, was
einen Widerspruch liefert. O

2.11 Bemerkung. Fiir die Losbarkeit von asx?+a,x4+a9 =0 mod n mitn € IN,a; € Z
zu untersuchen, reicht es Kongruenzen der Form 22 = a mod p fiir p € P, zu betrachten,

sofern wir eine Faktorisierung von n haben.

14



Den Fall p = 2 schlieRen wir aus, das a®> = a mod 2; wir hitten also eine lineare Kon-
gruenz.

Sei ggT(as,p) = 1. Nun ist 4as(asz?® + a1 + ag) = (2ax + a1)? — (a? — 4ajag). Wegen
geT(4as,p) = 1 gilt

asr® +a17 +ap =0 mod p & (2a97 + a1)* = (a? — 4ajap) mod p
Nun 16st man y? = (a? — 4a,a9) mod p und aus y lasst sich dann z berechnen.

Wir interessieren uns nun fiir quadratische Reste. Das heifst, wir suchen nach Losungen
der Kongruenz 2 = a mod p, wobei wir verlangen, dass p € P~y und ggT(a,p) = 1.

2.12 Definition. Sei p € P.y, a € Z, ggT(a,p) = 1. Dann heifit a quadratischer Rest
modulo p, falls es ein x € Z gibt mit 22 = ¢ mod p. Sonst heifit a quadratischer Nicht-
Rest. Die Funktion

1 s a ist qR

a
<—) =4 —1 :aist gNR
p

0 :pla
heift Legendre-Symbol.

Beispiel. Wir betrachten alle Quadrate modulo 13.

x 1234 5 6 7 8 9 10 11 12
2 1 4 9 3 12 10 10 12 3 9 4 1

Das heift, die quadratischen Reste sind {1, 3,4, 9, 10, 12}. Die Nicht-Reste sind {2,5,6,7,8,11}.

2.13 Bemerkung. (i) Es gibt genau 2} quadratische Reste (und damit 2% quadra-

2
p—1 p—1

tische Nicht-Reste). Wéhlen wir Représentanten {—T, e T R = }, und

nutzen z? = (—z)?. Falls jedoch k? = [> mod p gilt, haben wir p | k* — [? =
(k +1)(k — ). Fiir die Représentanten gilt jedoch —p < k — [,k + 1 < p und da-
mit muss k = £/ gelten. Also haben alle positiven Reprisentanten verschiedene
Quadrate.

(ii) Ist @ =b mod p, so gilt <%> = (%)

(ii) (f) —1

(iv) Ist (%) =1, so gibt es genau zwei Losungen der Kongruenz 2% =

a mod p (hier
brauchen wir p > 2).

2.14 Satz. Sei p € Pwy und a € Z. Dann ist a'r = (%) mod p.

Beweis. Fiirp | a ist es klar. Ansonsten gilt zP~! = mod p, was wir schreiben als

p—

<$Tl—1> <$p7_1—|—1>50 mod p
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Ist (%) = 1,50 existiert ein z mit 22 = @ mod p. Damit gilt 1 = 27! = ¢"= mod p.
Jedes Element ist Nullstelle von 27~!. Nach Lagrange hat aber der linke Faktor maximal
;%1 Nullstellen. Aber alle quadratischen Reste sind Nullstellen davon. Somit muss jeder

Nicht-Rest eine Nullstelle von 22 *! sein. m

2.15 Korollar. Sei p € Py, a,b € Z. Dann gilt (%’) — <2> (

(a_b) = (ab)% =7 = (E) (é) mod p
p p b

Aber da wir nur im Bereich —1,1 sind (und p > 2), ist diese Kongruenz wirklich eine
Gleichheit. n

Beweis.

2.16 Proposition. Set p € P-,. Dann ist

(—1)_ 1 :p=1 mod4
p /) ]-1 :p=-—1 mod 4

Beweis. Folgt direkt aus Korollar 2.15. ]

2.17 Lemma (Lemma von Gauss). Seip € Poy und a € Z, pt a. Wir setzen
u::#{j:1§j<g,jamodp>§}

Dann gilt (%) = (=1~

Beweis. Sei M := {j:1§j<§,jamodp>§}undﬁ:: {j:1§j<’2—’,jamodp>§}.
Setze
p—1

¥

U(M) ::{(—ja)modp:jGM}:{(p—ja):jEM}C{l,...,T

und analog U(M). Zuerst stellen wir fest, dass ja fiir j = 1,...,p — 1 ein vollsténdiges
Restesystem ist. Daraus folgt #M = #U(M), sowie #M = #U(M). Seien j, € M
und j, € M, so folgt —jia # ja mod p (sonst wire (j; + j2)a = 0 mod p fiir j; + j, €
{1,...,p—1}, was nicht mdglich ist). Also gilt U(M)UU(M) = {1,..., 2 }. Nun haben
wir

(p%l) = [T (~jamod p) - T] (ja mod p) = (—1)#¥ (]%1)' -7 modp

JjeM jeEM
ot p—1Y, _ _
%1 = (—1)“apTl mod p = (—1)* = A (ﬂ) mod p
p

und wegen p > 2 folgt Gleichheit. m
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Beispiel. Wihle a = 3 und p = 31.

j 1 2
jamodp 3 6

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1215 18 21 24 27 30 2 5 8 11 14

3
9
Davon sind p = 5 Zahlen > 2. Damit ist (&) = (—=1)> = —1.

Fiir a = 2 lasst sich eine allgemeine Regel fiir p aufstellen.

2.18 Proposition. FEs gilt

(2)_ 1 p=41 mod8_( 1)]92—1
p) -1 p==+3 mod & N 8

Beweis. Wir nutzen Lemma 2.17. Dabei gilt

p=#

2.19 Satz (Quadratische Reziprozititsgesetz). Sei q,p € P~y, p # q. Dann gilt

(g) (%) — ()7

Das heifit, wir konnen zwischen beiden Legendre-Symbolen wechseln und erhalten dabei
einen berechenbaren eventuellen Vorzeichenwechsel.

Beweis. Nach Lemma 2.17 ist (I—Z) = (—1)* mit
-1
,u:#{xE]N:lgzcng,qx modp>g}

Fiir gx gibt es ein eindeutiges y € Z mit qxv = py +r, r € {—p%l,...,—l, 1,... pfl}.
Insbesondere ist y > 0 und

-1
,u:#{xE]N:arﬁpT,ElyG]No.—g<q$—py<0}

Wir kénnen annehmen, dass y > 1. Weiterhin ist

j% D p—1 j%
<Zqr <z — ) <= 1
py < 5qr 2+q( 5 ) (¢+1)

Somit kénnen wir p zdhlen als

-1 -1
,u:#{(x,y)e{1,...,])7}><{1,...,(]7}:—g<qx—py<0}



Dies konnen wir auffassen als Geradengleichung und suchen davon Punkte mit ganzzah-
ligen Koordinaten.
Wenn wir p und ¢ vertauschen, und dann auch noch z und y, so d&ndern sich nur die

Ungleichungen. Sei also (§> = (—1)”. Analog erhalten wir

p—1 q—1 q
p:#{(x,y)e{l,...,T}x{l,...,T} —§<py—qx<0}

Wenn Wir die Ungleichung am Ende umschreiben erhalten wir 0 < gx — p % Dies
=4

Unsere Bedlgungen liefern uns zwei Streifen, von denen wir wissen Wollen wie Vlele Punkte
darin liegen. Auf der entsprechenden Gerade durch den Nullpunkt liegen keine Punkte,
da dazu x > p und y > ¢ sein miissten. Damit ergibt sich fiir die Summe

p—1 q—1 D q
= 1,... —— ... —%. = — S
p+p #{(x,y)e{, " }X{ T } 5 < T py<2}

Wir miissen nur heraus bekommen, dass diese Summe gerade ist, denn

. 1 g1
(=1)rtr = 1T s o+ p—2 —- 5 mod 2

Besser lisst sich aber das Komplement zéhlen. Im ganzen Rechteck haben wir 221 . &1

2 2o
Sei
— p—1 a1y p
Al.—#{(x,y)e{l,..., 5 }x{l,..., 5 }.py qx>2}

AQ;:#{(x,y)e{1,...,1%1}x{l,...,%}:py—qm<—g}

und wir wissen g+ p+ A+ X = ;%1 : %1, was eine gerade Zahl ist. Unser Ziel ist nun zu
zeigen \; + Ao =0 mod 2. Seien x,y € {1 p_l} {1 e } mit py qr > 5. Sei
y = q“ —yund 2’ := p+1 —z. Dann gilt py’ —q2' =5 — 1 —py +qx < —1. Die Idee ist,
dass er eine Punktsplegelung (Drehung) am Mlttelpunkt des Rechtecks durchfﬁhren und
damit eine selbstinverse Abbildung zwischen beiden Teilen erhalten. Damit ist A\; = X,

und die Summe ist gerade. O]

()2 (o) () 3
ST E 600
(e

2.20 Satz. Seien p,q € P~y und wir schreiben p eindeutig als p = 4qk+a, wobei a, k € 7.,
a=1 mod 4 und 1 < a < 4q. Dann gilt <%> = <9>

q
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Beweis. Wir schreiben p = 4gk + a mit £k € Z und 1 < a < 4q. Da p eine Primzahl
ist (insbesondere ungerade), gilt « = £1 mod 4. Im Fall @ = 1 mod 4 haben wir die

gesuchte Form. Dann ist p =1 mod 4, also (g) = <ﬁ> = <9>

p q
Im Fall a = —1 mod 4 setze k' := k+ 1 und p = 4¢k’ — o/, dann muss ¢’ = 1 mod 4
sein, denn a’ + a = 4q. In diesem Fall ist p = —1 mod 4. Dann betrachten wir den Rest

von ¢ mod 4.

g = —1 mod 4: Dann gilt nach Reziprozitatsgesetz

()=(0)=-(7)

¢ =1 mod 4: Dann gilt nach Reziprozititsgesetz

(ﬁnish ]
O

2.21 Bemerkung. Sei ¢ € P. Fiir p € P+, gilt ( > = 1 genau dann, wenn p die Form

q
p
p=4qgk £a hat mit 1 <a <4q,a =1 mod 4 und (3) = 1. Die moglichen Werte fiir a
erhiilt man, indem man alle (2] + 1)?> mod 4q fiir [ =0, ..., q2;3 ausrechnet.

Beispiel. Betrachte ¢ = 3. Dann ist die einzige Moglichkeit a = 1. Daraus ergibt sich
<§> — 1o p=-+1 mod 12

p
Fiir ¢ = 17 sieht es weniger schon aus. Wir erhalten ( ) = 1 genau dann, wenn p von

der Form 68k + a mit a € {1,9,25,49, 13,53, 33, 21}.

17
2

2.22 Definition (Jacobi-Symbol). Sei a € Z und b € N ungerade. Weiter sei b =

P1- ... P fir p; € P. Dann heifst
a ~ (a
() =11(;)

i=1
das Jacobi-Symbol. Dabei gilt (¢) =1 (da leeres Produkt).

2.23 Bemerkung. Ist a quadratischer Rest modulo b, so ist es insbesondere quadra-
tischer Rest modulo jedes Primteilers. Also gilt (%) = 1. Die Riickrichtung gilt jedoch
nicht. Als Gegenbeispiel haben wir

(3)-() )= o

Aber 2 ist kein quadratischer Rest modulo 15.
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2.24 Lemma. Sei a,ay,as € 7o und b, by, by € N ungerade. Dann gilt
Q) _ (@) (@
(5 - &) &) @
a a a
() = () (2) R

2.25 Satz. Seia € Z. Dann ist 22 = a mod p ist losbar fiir alle Primzahlen genav dann,
wenn a ein Quadrat ist, das heifit a = b* fiir b € IN.

Beweis. Falls a = b? ist offenbar x = b eine Losung.
Sei also a kein Quadrat und wir betrachten die Primfaktorenzerlegung a = £2"p7* -
prm. Wir unterscheiden drei Falle:

ro ungerade: Schreibe a = 2% - b mit k, b ungerade. Nach Satz 2.2 gibt es eine Zahl u
mit ¥ =5 mod 8 und v = 1 mod b. Insbesondere ist dann v = 1 mod 4. Nach
Lemma 2.24.(6) gilt (2) = (%) = () = 1. Nach Lemma 2.24.(7) gilt (=) =1 und
Lemma 2.24.(8) ergibt (2) = —1. Damit ist insgesamt (£) = —1.

ro gerade, ein anderes r; ungerade: Schreibe a = +2%¢*-b mit ¢ € P, k, b ungerade,
q 1 b. Sei n ein quadratischer Nicht-Rest modulo ¢. Mit Satz 2.2 gibt es ein u € IN
mit v =1 mod 4b und u =n mod ¢. Dann ist ¢ =1 mod 4 und damit (_—1) =1

nach Lemma 2.24. Ebenso gilt (%) = (%) = (%) = 1. Der Faktor 2% spiel% keine

Rolle, da es gerade Potenz hat. Es bleibt (%) = <%> = (g) = —1. Damit gilt

insgesamt <§> = —1, da k ungerade.

alle r; gerade, also a = —b%: Sei v € P mit © = —1 mod 4 und u { b. Eine solche

Primzahl existiert, da unendlich viele in dieser Kongruenzklasse existieren, also
wahlen wir eine Zahl v > b. Dann ist (%) = (‘—b2> = (_—1) = 1.

u u

In allen drei Fillen finden wir eine ungerade Zahl u mit (%) = —1. Dann muss es aber

ein p | u geben mit (%) = —1, also ist a kein Quadrat modulo dieser Primzahl. O
Bemerkung. Wir interessieren uns nun noch fiir die Verteilung der Quadrate. Wir wis-
sen, insgesamt ist die Hélfte aller Elemente quadratischer Rest. Aber es gilt noch mehr.
Wenn wir uns ein beliebiges Intervall der Linge k& nehmen, so ist auch dort etwa die
Hilfte der Elemente quadratischer Rest.
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2.26 Satz. Sei p € P+y. Setze

RR::#{(z’,i+1):1§i§p—2,<}é>:(HZ;1>: }
RN::#{(@HU:1gz’gp—2,<%>:1,(’;1)—:1}

und analog NR und NN. Dann liegen alle diese Zahlen zwischen (p 5) und 3 (p +1).

Beweis. RR+ RN liefert die Anzahl der quadratischen Reste zwischen 1 und p — 2. Das
gleiche machen wir mit weiteren Kombinationen. Das liefert

RR+ RN = ————"~ NR+NN = ———"~
1 1
RR+NR:pT—1 RN+NN:pT

Die dieses LGS linear abhéngig ist, betrachten wir dazu noch das Produkt

(z’) (i+1)_ 1 :4,i+1ist gR oder 4,7 + 1 ist gNR
P p ) |—1 :iistqR,i+1ist qNR oder i ist gNR und i + 1 is qR

' 1
— Z( > <Z+ ) — RR+ NN — RN — NR
Sei j; das multiplikative Inverse zu ¢ modulo p. Dann ldsst sich obige Summe schreiben
als
”2<') (@—i—l) 2((1—1—1)) g(i(i—i—i-ji))_%(iQ(lJrjz))
i=1 p i=1 p i=1 p
—1 . p—1 .
5-56)-20)
= == - =-1

Da p — 1 sein eigenes Inverses ist, durchlaufen die j; der Summe alle Werte von 1 bis
p — 2. Zusammen mit den obigen Gleichungen liefert dies die Aussage. O

"8

.

"@
N;»—A

7

2.27 Lemma (Thue). Seien I,m,,v € Z mit 0 < u,v < m < wv mit ggT(l,m) = 1.
Dann existieren x,y € N mit 1 <z <wuund 1 <y < v sowiely =z | m oder ly = —x
mod m. Insbesondere ist (ly)? = x*> mod m.

Beweis. Wir betrachten r +Is mod m mit 0 < r < v und 0 < s < v. Nach Schub-
fachprinzip haben wir verschiedene rq, 1o, s1, so mit vy +1s; = ro +[sy mod m und somit

l(sg—s1) =1r1—re mod m. OBdA sein s; < sy. Dann setze y := so—$1 und x := |r; —ry|.
Damit ist Iy = x mod m oder ly = —x mod m. Aufkerdem gilt y < v und = < m. Falls
y =0, ist s; = s9 und damit r; = ry mod m, also r; = ry. Ist z = 0, so folgt r; = ro und
damit m | I(sy — s1). Wegen ggT(l,m) = 1 folgt m | s5 — s1, also s1 = ss. O

2.28 Lemma. Seip € P mit p=1 mod 4. Dann ezistieren x,y € N mit p = 22 + >,
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Beweis. Nach Proposition 2.16 existiert ein [ € Z mit [> = —1 mod p. Dabei gilt
ggT(l,p) = 1. Nun wenden wir Lemma 2.27 an mit m = pund v = v = [/p| + L.
Damit haben wir z,y € N mit 2,y < |/p] mit I*y*> = 2> mod p. Das heilt 2* + y* =

mod p. Wegen 0 < 22 + y* < 2p folgt 22 + y* = p. O

2.29 Satz. Fiirp € Pws gilt p=1 mod 4 genau dann, wenn p Summe von zwei Quadrate
15t und die Darstellung ist eindeutiq.

Beweis. Angenommen p = z? + y?. Es gilt 22, y> mod 4 € {0,1}, also p mod 4 €
{0,1,2}. Insbesondere ist p 3 mod 4, also bleibt p =1 mod .
Sei p =1 mod 4. Dass die Darstellung existiert, liefert Lemma 2.28. Es bleibt die Ein-
deutigkeit. Angenommen p = 22 + 4> = u? +v? mit 0 < z < y und 0 < w < v. Dann gilt
x,y,u,v < /p. Ferner ist
2?0® —yPu? = (p— y*)0* =y — i = p(v* — )
= p| (2% - y*u?) = (2v — yu)(zv + yu)

Fall p | zv + yu: Es gilt 1 < av + yu < 2p, also p = zv + yu. Nun schreiben wir p? =
(22 + y?)(u? + v?) = (2v + yu)? + (2u + yv)* = p* + (zu — yv)?. Also gilt zu = yv,
was ein Widerspruch ist (z < y und u < v).

Fall p | zv — yu: Wegen —p < xzv — yu < p folgt v = yu. Da z,y und u, v teilerfremd
sind, folgt = | w und v | y, aber auch umgekehrt, also x = u und y = v. O
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3 Kettenbriiche

Wir beginnen mit einem Beispiel und rechnen den Euklidischen Algorithmus mit a = 67
und b = 24.

67=2-24419

24=1-1945

19=3-5+4
b=1-4+41

Damit haben wir an Briichen dir folgende Darstellung.

67 _,, 19 _, 1 _, 1 1 1
o1 YR 22 1. 5 1 1. 1
24 24 2 1+ 3 L+ i L+ i

Falls der Bruch negativ ist, dann erhalten wir ein negatives erstes Glied; der Rest lauft
wie im positiven Fall.

Da wir nun auch iiber irrationale Zahlen sprechen wollen, definieren wir die Abrundung
|z] :=max{z € Z: z < z}. Beachte z = |z] 4+ (x — |z]), wobei der zweite Summand in
[0,1) liegt. Setze zg := x und x;4; = P ey Dann kénnen wir Kettenbriiche fiir z € R
schreiben mittels

1
4+
|_.I'1J+z—12

v = |z

Das letzte Glied ist dann eventuell eine irrationale Zahl.
Als Beispiel fiir konkrete Zahlen haben wir

e=1[1,1,1,1,1,.. ] goldener Schnitt
7 =1[3:7,151,292, .. ]

3.1 Definition. Sei € R. Setze z¢ := 0 und a; = |x;], sowie z;, := —— fiir i > 0,

Ti—a;

solange x; ¢ Z. Wir erhalten die folgende kanonische Darstellung von x als

1
T = ap+ 1 =: [ag; a1, ag, . . ., ap_1; ]
ap + ———

a2+"-

1
1
k-1t 7

Dabei gilt ag € Z, a; € N fiir + > 1 und x5 € R.

3.2 Definition. (i) Ein Ausdruck der Form [zp; z1,..., 2] mit z; € R, z; > 0 fiir
1 <7 < k heifst endlicher Kettenbruch. Ist zg € Z und z; € N fiir : <17 < k, dann
heillt der Ausdruck einfacher endlicher Kettenbruch.

(i) Fir 0 < n <k heikt die Zahl [zg; z1, . . ., 2, die n-te Konvergente.

Beispiel. Kommen wir zuriick zu = = [3;7,15,1,292,...]. Dann ist
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0-te Konvergente: 3

22
7

1-te Konvergente:

333
106

2-te Konvergente:

355

e 3-te Konvergente: 372

103993

e 4-te Konvergente: Z-5o=

3.3 Bemerkung. Die kanonische Darstellung einer rationalen Zahl ist ein einfacher ka-
nonischer Kettenbruch.

3.4 Notation. Im folgenden sei p, und ¢,, der Zahler und Nenner der n-ten Konvergente,
die wir erhalten, wenn wir [zq; 21, . . ., 2] als formalen bruch schreiben. Das heifst py = 2
und ¢y = 1; p1 = 2021 + 1 und ¢; = z; und so weiter.

3.5 Lemma. Sei % die n-te Konvergente des endlichen Kettenbruchs x = [zo; 21, . . ., 2k

(i) Dann gilt p, = ppi12n + P2 und ¢, = Gn-12n + Qn_o fiir 2 < n < k. Insbesondere
ist T = Prk—12k+Pr—2
r-12k+tqk—2 "

(”) Pndn—1 — dnPn—-1 = (_1>n+1 fUT’ 1 <n< k.
(i) Pndn-2 — @nPn—2 = (—1)"2, fiir 2 <n <k.
(iv) Wir haben die Abschitzung

D2i < P2(i+1) <<
q2i q2(i+1) q2(i+1)+1 q2i+1

< P2gi+1)+1 < D2i+1

Bewers. Beweise mittels Induktion iiber n

(i) Der Anfang fiir n = 2 ist klar. Weiter gilt

1
pn+1 + ]_ :| Il/ pn—l <Zn + Zn+1> +pn—2

= (20} 21y - - -y Zny Znt1] = | 20521, -+, Zn
Qn—i-q “ntl Gn—1 <Zn + zZ 1+1) + qn—2
n

Pn—1%n + Pn—2 + o1 Pn + On-1

Zn+1 Il/ Zn+1
dn—1
Zn+1

B Gn—1%n + gn—2 + ZZ_:& Gn +

(ii) Fir n =1 gilt p1go — poq1 = (2021 + 1) - 1 — 2921 = 1. Weiter ist

(i)
Pn+19n — PnQn+1 = (pnzn+1 + pn71> qn — pn(annJrl + QHfl) = Pn—149n — Pndn—1
= (=1) - (=)™ = (-1

(iii) folgt analog
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(iv) Wenn z; > 0 fiir ¢ > 1, dann folgt ¢; > 0 fiir alle ¢ > 1.

Pn_ Pni2 _ Pndnt2 = Prsagn _ (=1)"2n

Qn Gn+2 dn+24n qndn+2

Damit erhalten wir, dass die geraden Glieder streng steigen und die ungeraden
Glieder streng fallen. Aus (ii) folgt

& Pr_1 B (_1)n+1

dn gn—1 dnqn—1

Damit sind die geraden Glieder immer kleiner als die ungeraden. Da x selbst eine
Konvergente ist, muss es dazwischen liegen. O

3.6 Satz. Jede rationale Zahl © € Q \ Z hat eine eindeutige Darstellung als einfa-
cher endlicher Kettenbruch [ag;aq, ..., ax] mit a, > 2. Die einzige andere Darstellung
ist [ag; ay, ..., ap — 1,1].

Beweis. Sei x = ¢ = [ag;aq,...,ax] = [bo; b1, ..., b]. In beiden Fillen in der gebrochene
Anteil [0;ay, ..., ax],[0;01,...,0] € (0,1), da ag, by > 2. Also ist ag = by = |z |. Wenn wir
auf die nichste Stufe gehen, dann erhalten wir [ay;...,ax] = [b1;. .., b]. Induktiv folgt
k=lund a;, =b; fir 1 <i<Ek.

Die einzig mogliche Abweichung ist dann [ = k£ + 1 und b, = 1, ansonsten verlduft die
Argumentation analog. O

Salls]

Wir haben auch eine geometrischen Interpretation. Wir tragen § als Punkt (a,b) ins

Koordinatensystem. Dann sind die geraden Kettenbriiche Punkte unterhalb der Linie,
die ungeraden liegen driiber.

Beispiel. Als Beispiel fiir den Spielraum bei der Darstellung haben wir % =10;2,1,3] =
0;2,1,2,1].

3.7 Korollar. Seien a,b € Z mit b > 0,ggT(a,b) = 1 und sei § = |ag;ay, ..., ar] mit k
ungerade (maoglich nach Satz 3.6). Dann gilt aqx_1 — bpr—1 = 1.

Beweis. Es gilt § = 2’—: und wegen ggT(a,b) = 1 heift das a = p, und b = g. Mit
Lemma 3.5.item (ii) folgt
L= (=1)"" = pragr—1 — @ePr1 = aqe—1 — bpr
O

3.8 Definition. Ein Ausdruck der Form [ag; aq, as, ...] mit ag € Z und a; € IN fiir i € I
heiflt einfacher unendlicher Kettenbruch.

3.9 Bemerkung. Aufgrund der kanonischen Darstellung (siehe Definition 3.1) kann je-
der irrationalen Zahl ein einfacher unendlicher Kettenbruch zugeordnet werden. Diese
Darstellung heifst kanonischer unendlicher Kettenbruch.

Beispiel. Betrachte den goldenen Schnitt ¢ = %(\/Sjt 1). Dieser ist Losung der Gleichung

r =1+ % was den Kettenbruch [1;1,1,...] liefert. Die n-te Konvergente liefert %
(Fibonacci-Zahlen).
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3.10 Satz. (i) Sei o € R\ Q mit kanonischen unendlichen Kettenbruch |ag;ay, .. .|

< qiz. Insbesondere gilt % 2 a

n

und Konvergenten Z—". Dann gilt ‘a — flﬁ
n n

(ii) Sei [ap;ar,...] ein unendlicher Kettenbruch Konvergenten 2. Dann existiert der
Grenzwert o = lim,,_, zﬁ, a € R\ Q und der Kettenbruch stimmt iberein mit

dem kanonischen Kettenbruch von «.

Beweis. (i) Wir konnen den Kettenbruch abbrechen mittels o = [ag; ay, ..., an, Zp41]
mit 2,41 > 1. Mit Lemma 3.5.item (i) folgt

Pn _ PnZnii Dot P GPat —Po@er (D0 1

G Gt Gt G @@z FGao1) Gz TG T @

(ii) Nach Lemma 3.5.item (iv) wissen wir, die geraden Konvergenten bilden eine streng
monoton wachsende Folge mit % < %. Damit konvergiert diese Folge gegen einen
Wert «;. Analog konvergieren die ungeraden Folgenglieder gegen einen Wert .

Unter Ausnutzung der Rekursion erhalten wir aber auch |22 — P2l < L
q2i q2i+1 q2iq2i+1
Aber die Nenner werden immer grofser. Daraus folgt a1 = as =: a.
Nun zeigen wir a ¢ Q. Dazu sei x,, := lim,, o0 [an; i1, - - -, Gnyx] > 1. Daraus folgt
a = [ag;ay, ..., ay, x,] und somit
Lemma 3.5 1 1
‘C]n@ - pn\ = — < —
GnTn+1 + Gn—1 qn
Angenommen o« = § € Q. dann gibt es unendlich viele Konvergenten f‘qﬁ + §=
nimlich fiir ¢, > ¢. Fiir solch eine Konvergente ist ¢,a — p,| > L > 1, was ein

. . - q qn’
Widerspruch ist.
Nun ist o = ag + :%1 nd damit |«| = ap. Mit 1 = a1 + :712 fahren wir nun fort und
erhalten, dass [ag; ay, ...] die kanonische Darstellung von « ist.
m

In der geometrischen Interpretation nehmen wir die Gerade mit Anstieg o und suchen
ganzzahlige Punkte (p,,q,), die in der Ndhe liegen. Der Abstand ist einfach das Skalar-
produkt ((c, 1), (pn, qn)). Der Abstand ist dann kleiner als qin Wenn wir das noch durch
qn dividieren, erhalten wir ebenfalls die erste Aussage.

3.11 Definition. Eine Zahl o € R heifst algebraische Zahl vom Grad n falls es ein
Polynom f € Z[X]| vom Grad deg f = n gibt mit f(a) = 0 und g(a) # 0 fiir alle
g € Z[z] \ {0} mit degg < n.

Im Fall n = 2 heift a quadratisch irrational. Eine solche hat die Form z + yv/d mit
z,y € Q und d € IN ist kein Quadrat.

Beispiel. Betrachte a@ = /7. Dann ist der Kettenbruch 2;1,1,1,4,1,1,1,4,...] und
periodisch so weiter.

3.12 Satz. (i) Ein periodischer, einfacher, unendlicher Kettenbruch konvergiert gegen
eine quadratische irrationale Zahl.
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(ii) Der einfache unendliche Kettenbruch einer quadratisch irrationalen Zahl ist peri-

odisch.

Beweis. (i) Sei h unsere Periode. Dann schreibe © = [ag, a1, ..., an_1,Tn, - Gnrh_1)-
Sei x,, der Kettenbruch ab dem n-ten Glied. Damit gilt

T = Pn—1Tn +pn—2
Gn—1Tn + qn—2

- Pn+h—1Tn+h + Pnth—2 _ Pnth—17Tn + Dn+h—2
Gnth—1Tn+h + Qnth—2  Gnth—1Tn + Qnih—2

Gleichsetzen liefert eine quadratische Gleichung fiir z,,. Denn wir dies wieder ein-
setzen ist auch = Nullstelle einer quadratischen Gleichung. Da der Kettenbruch
unendlich ist, geht kein kleinerer Grad, also ist x quadratisch irrational.

(ii) Sei 0 = f(a) = Aa* + Ba+ C mit A,B,c € Z und o € R\ Q. Schreibe a =
lag; ay, ..., ag_1, ). Damit erhalten wir

_ Pk—10y + Pr—2
0=

Qk—10k + Qk—2
= 0= A(pr—10 + pr—2)* + B(pr—2s + pr—2)(@r—10k + qr—2) + C(q-10%6 + @—2)”
— 0= Akai + Bray, + Cy, fiir ganzzahlige Koeffizienten Ay, By, C
Ay = ApzA + Bpr-1qi—1 + Cqp— By, C}. analog
2 Pr—1
=q;_
tar (2
=1 ; Pr—1 )Z
— 2 (@)
k—1 ; Z! ( ) Qo1
Lemma 3.5 f” [0
— 1A " )+ )
Qk—1

Analog verfihrt man mit Cy. Es lésst sich auch zeigen, dass B —4A,Cy, = B*—4AC.
Da Aj und C} beschrankt sind, ist somit auch By beschrankt.

Nach Schubfachprinzip gibt es ny,n9,n3 € N mit A,, = A,,, = A,,, Bn, = By, =
B,, und C,, = C,, = C,,. Da aber das Polynom A,,a* + B,,a + ¢,, nur zwei
Nullstellen hat, kommt eine Nullstelle doppelt vor. OBdA sei a,,, = oy, zu h =
ny—nq. Aufgrund der Eindeutigkeit der Kettenbruchzerlegung wiederholen sich nun

alle folgenden Glieder, sodass wir periodisch mit Periode h sind. O
3.13 Satz. Sei o = [ag; aq, . .., an, Tpy1] ein Kettenbruch mit Konvergenten %. Dann ist
|gne = pu| < |gn—10 — pp_1]. Insbesondere ist oo — B2| < [a — 2=

. . . . Lemma 3.5
Beweis. Ist a = 22 50 ist alles klar. Ansonsten sei x,,,1 > 1. Dann ist |g,o — p,,| =
qn’

— L Nun ist der Nenner an den Seiten beschrankt durch
Qn$n+1+Qn+1
dn+1 = qnQn+1Q4n—1 S dnTp+19n—1 < qn(an+1 + 1) + dn—-1 = Q4n + dn+1 S dn+2

1 1
— — < ‘QnJrlOé_pn’ <
q+1 n+1
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3.14 Satz. Sei o = [ag; a1, .., an, Tnr1] mit Konvergenten Z_:' Sein > 2 und zu 1 <
q < q, und p € Z mit § + 2’—:. Dann gilt |g.a — pa| < |ga — p|. Insbesondere ist

)a — b , das heifit Kettenbriiche sind die besten Approzimationen bis hin zu

dn
diesem Nenner.

< ‘a—g
q

_P

L L Mit

> L Andererseits ist )oz — bl L
qn dndn+1 2¢n

dn

Beweis. Im Fall ¢ = ¢, gilt

Pn
dn

Dreiecksungleichung folgt

>

q

o —
an g

Pn p‘ ‘ Pn
— |

Sei also g < ¢, und sei ¢,—1 < g < g, (nach Satz 3.13 folgt es dann fiir alle ¢). Weiterhin
sei ggT(p,q) = 1. Nun gilt

det (Zq?" 1;%-1) =41 = Jr,s € Z.rpy + Spn—1 =P, 7@ + SGn—1 = ¢q
n n—1

Aus der Teilerfremdheit folgt 7, s # 0. Wegen ¢ < ¢, miissen beiden Koeffizienten nun
unterschiedliches Vorzeichen haben, also rs < 0. Es ist

(g — P )(@n—1 — pn—1) <0 = (g — pi) - (-1 — Pp—1) >0

Das heifst, diese beiden Faktoren haben gleiches Vorzeichen. Damit kénnen wir im folgen-
den die Betrige vereinfachen zu

lgqo — p| = |(rgn + squ—1) — (TP + $pn-1)| = |7(@nex — pn) — $(gn-10¢ — Pn—1)|
= |7"(an[ - pn)| + |S(Q’n—1a - pn—1)| > |Qn—1a - pn—1| > |Qna _pn| D

3.15 Satz. Seia € R und 2 € Q mit |o — 2| < #. Dann ist £ Konvergente von .

Beweis. Ist g bereits Nenner einer Konvergenten ¢,, so wissen wir bereits, dass p = p,
(siche Beweis von Satz 3.14).
Sei also ¢ kein Nenner einer Konvergenten.

Fall g1 < q < qi: Wie im Beweis von Satz 3.14 folgt

1 Dk—1 1 D 1 1
|gk—100 — pp—1| < Jgo — p| < — = |a— < Na—=1<-5<
2q Gk-1|  2qqk— ql  2¢°  2qq
1 _ 1
- ‘1_9 _ P
49k—1 4 Grk-1 q9k—1

Fall o = Z’—: und ¢ > ¢,: Dann ist 75’ + ’;—:, wegen Teilerfremdheit und damit

1
2¢ 4

1
a2

3.16 Satz. Sei o € R.
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(i) Eine von zwei aufeinander folgenden Konvergenten éﬁ und ’;”—Ii fiir n > 1 erfillt

1
2¢2 "

7

_ b

<
q;

a
(i1) Eine von zwei aufeinander folgenden Konvergenten f}ﬁ und Z"—E fiir n > 1 erfillt

< \/51.%_2- Diese Schranke ist scharf.

qi

Beweis nur fir (i). Angenommen, dies ist nicht der Fall. Nun gilt

1 n n n n 1
_ P Prr| p__a'+ Pnt1 _ ’__2+ 2
Indn+1 dn qn+1 qn Gn+1 2qn 2qn+1
1 1\?
:>(—— ) =0 = g =tn+1 ¢ O
An Qn+1

3.17 Proposition. (i) Seix € R. Dann existieren unendlich viele 2 € Q mit |v— 2| <
1
2_q.
(it) Ist x = 3, dann gilt |z — £| > % fir alle & # 3.

(iii) Ist oo € R\ Q, dann existieren unendlich viele £ € Q mit [a — 2| < q%.

3.18 Proposition. Sei « € R\ Q mit a = [ag;a1,az,...] und sei |a;| < A fir alle
i € N. Dann |o— | > (A+2)’2qi2. Insbesondere haben wir fir festes A einen mindestens
quadratischen Fehler.

Wenn wir eine obere Fehlerschranke # wollen, dann erqibt sich daraus eine Ungleichung
der Form q < C fiir eine Konstante. Damit gibt es nur endlich viele Briiche, die diese
Schranke erfillen.

Beweis. Sei 2 mit ¢;_1 < q < ¢; und sei o = [ag; aq, ..., a;, «i+ 1]. Dann haben wir mit

Satz 3.14 die Abschétzung

1 1 1 1
qa —p| > |q;ix — pi| = . > > >
| > | G +qi —1 " gi(aipr +1) + g1 glais +2) ° ¢(A+2)
Nun ist ¢; = ¢;_10:¢;—2 < gi—1(A+2) < q(A + 2). Daraus erhalten wir
1 P 1
a—p>———e = la-—| > —— O
e P> e al @A+ 2

3.19 Satz. Sei a € R algebraisch vom Grad n > 2. Dann existiert eine Konstante

0 < C(a) < 1 (die nur von a abhingt) so, dass fir g > 0 gilt ‘oz -2 > @) - Analog zu

q
den rationalen Zahlen folgt, dass es nur endlich viele Briiche mit Fehler < # gibt.

Beweis. Sei f € Z[z] das Minimalpolynom zu « und sei § € Q mit |0z—§| < 1. Nach Defi-
nition von n ist a ¢ Q und f (§> # 0. Damit ist [¢"- f(£)| = 1. Nach dem Mittelwertsatz

15t
()1 (0)-rr- (-0
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fir ein C' € [-1+ a, 1+ ). Also Konstante C'(«) wéhle max{|f'(z)| : z € [-1,a,1 + a]}.
Damit ergibt sich

ol 1 1 e
A VA () | I A VA (O |
Mit C(«) := 3 - min{1, Ci(a)} erhalten wir die Aussage. O

3.20 Korollar. Sei a € Nsy. Dann ist a:= Y o a™™ transzendent.

Beweis. Fiir k € IN sei py, := a* Zﬁzl a™ und ¢, := ¢*. Dann sind py, ¢; € Z. Dann gilt

o0

Dk | 1  alk+V! - C
— —n! __ —
a Qe - Z a o kD! Z k+1lza k+1 qk:-i-l
n=k+1 n=k+1 n=1 k

Wir finden also unendlich viele Abschitzungen beliebig hohen Grades. Damit kann diese
Zahl nicht algebraisch sein. O

3.21 Lemma. Sei a € R eine quadratisch irrationale Zahl mit Minimalpolynom f =
ar® +bx + ¢ € Zlx], a > 0 und sei A > /b> —4a =: D. Dann gibt es nur endlich viele

P ' p 1
LeQ mit || q)<Aq2.

Beweis. Sei 8 die zweite Nullstelle von f. Dann ist
f=a(x —a)(z - B) = ar® — ala + B)r + aafB

Dann ist D = a*(a + 3)* — 4a°af = a*(a — 8)*. Sei |a — £| < 4. Dann folgt

1
o b A oo
q q q q Ag? q
a 1 VD
< +
Ag? \ Ag? a
1 1 VD a
¢ A A2
= ¢’ < ¢
TS Aa—vD)
a
— < -
=9\ a@a- VD)
Damit konnen nur endlich viele ¢ die Ungleichung erfiillen. [

Beispiel.

3.22 Bemerkung. (i) Die Schranke aus Lemma 3.21 ist scharf.
Betrachte a = ¢ = 3(1 —1— V5) mit f = 22 — 2 — 1. Dann ist b* — 4a = 5. Fiir jedes
e >0 hat o — 2| < f+ 2 ur endlich viele Lésungen.
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(ii) Sei « algebraisch vom Grad n. Nach Satz 3.19 gibt es nur endlich viele rationale

Zahlen mit oz—§ < q% fiir u > n.

(iii) Es wurde von Roth gezeigt, dass dies bereits korrekt ist fiir 4 > 2 (Fields-Medaille).

3.23 Satz (Dirichlet). Seien aq,...,a, € R. Dann ezistieren p;,q € Z,, mit ¢ > 1 und

1
a— 5| < =3

die Ungleichung erfiillen.

Pi

. Ist wenigstens ein «; € R\ Q, dann gibt es unendlich viele ’a’, welche

Beweis. OBdA sei 0 < a; < 1 (rechne Briiche modulo ¢). Der halboffene Wiirfel [0, 1)"
kann in Q" Wiirfel der Form [0, %)" unterteilt werden. Wir betrachten die Punkte (ma; —
|ma;])iz1,..n, fir m = 0,...,Q". Diese liegen alle in [0, 1)". Nach Schubfachprinzip gibt
es einen Teilwiirfel mit 2 Punkten; seien die Parameter m; > msy. Damit ist

|mia; — [micy] — (meay; — [maa; )] < é firi=1,...,n
Sei nun ¢ := my — my und p; := [moa;| — |mya;]. Daraus folgt ¢ < Q™. Dann erhalten
wir |ga; — pi| < é <q .
Falls a; ¢ Q, dann ist |goy —p1| > 0. Sei also |goy —py| > 77 fiir ein M € IN. Dann fiihren
wir obige Konstruktion erneut mit M statt () durch. Die neue Differenz ist kleiner als ﬁ,
also haben wir einen neuen Bruch. O]

Bemerkung. Geometrisch liefert Satz 3.23 die Ungleichung |(gaq —p1, ..., g0 —pn) oo <
q*%. Das heifit in der Maximumsnorm kommen wir beliebig nah an ganzzahlige Punkte
heran.

Bemerkung. Es gibt eine inhomogene Variaante von Satz 3.23, die auf Kronecker zuriick
geht. Seien @ € R\ Q und 8 € R. Dann hat |ga — p — 5| < ¢ eine Losung und auch dies
konnen wir auf Systeme erweitern.

Eine wichtige Beobachtung dabei ist, dass wegen der Irrationalitit die Elemente ga— | o
gleichverteilt sind, wenn wir ¢ iterieren.

Beweisidee: OBdA sei 5 € [0,1). Wir nutzen Satz 3.23 und erhalten ga — [go] < €. Dann
iterieren wir k - qov — |k - ga] und erhalten ein Netz mit Abstand < . Damit erreichen
wir irgendwann Abstand S.

3.24 Definition. Eine Diophantische Gleichung der Form z? — dy? = N fiir d, N € Z
mit d quadratfrei heifst Pellsche Gleichung. Zum Teil meint man damit explizit den Fall
N =1.

3.25 Bemerkung. (i) Die allgemeine binire quadratische Gleichung hat die Form
ax® + bxy + cy? +dr +ey + f = 0 mit a,..., f € Z. Dies kann man auffassen
als Polynom in z via az? + z(by + d) + (cy® + ey + f). Dabei stellt man fest, dass
fiir die Diskriminante gelten muss

Jz € N.2° = (by + d)* — dalcy® + ey + f) = (b* — dac)y® + (2bd — 4dae)y + (d* — 4af)

Setzen wir p 1= b*® — 4ac, ¢ := 2bd — 4ae und r := d? — 4af, so miissen wir nun
py? + qy +r — 22 16sen. Wieder erhalten wir fiir die Diskriminante die Bedingung

31



Jw € WN.¢*> — 4p(r — 2?) = w?. Umgestellt erhalten wir die Pellsche Gleichung
w? — 4p2? = ¢ — 4pr.

(ii) Es reicht, den Fall d > 2 zu untersuchen. Fiir d = 1 muss (x +y)(x —y) = N gelten,
also teste alle Teiler. Fiir d < 0 haben wir positive Summen von Quadraten, also
nur endlich viele M6glichkeiten.

3.26 Satz. Sei d € N.y kein Quadrat zu N € Z mit |N| < v/d. Seien ferner p,q € N
mit p* — dq®> = N. Dann ist 2 eine Konvergente von V.

Beweis. Sei z,y € N eine Losung.

Fall N > 0: Dann gilt

N Vd 1
0<:c—y\/_: < =
c+yvd oz +y/d y<L+1)

1 < 1
v (1)~ W

Nach Satz 3.15 ist 5 Konvergente von v/d.

e O<§—\/El<
Y

Fall N < 0: Umstellen liefert y* — %22 = & Weiterhin ist | 5| < \/g. Da wir im ersten
Fall nicht benotigt haben, dass N € Z, kénnen wir es anwenden und erhalten, dass £
eine Konvergente von \/g ist. Wenn v/d = [ag; a1, . . ], dann ist \/La = [0; ag, a1, . . ],
also ist 5 eine Konvergente von v/d. O

Beispiel. Betrachte x? + 7y2. Dabei gilt 7= [2;1,1,1,4].

pe 2 3 5 8 37 45 82

g 1 1 2 3 14 17 31
Dann gilt p? — 7¢; = —3,2,-3,1,-3,2,-3,...

3.27 Lemma. Sei/d € R\Q und sei 7;—: eine Konvergente zu \/d. Dann gilt |p? —d¢?| <

1+ 2Vd.

Beweis. Nach Satz 3.10 ist
Daraus folgt

Be — \/3’ < q% und damit £2 < q%—F\/Eund [P0 —qnuVd| < i.

) = o~ 0uVA -+ 0 < Ve g Loy
O

3.28 Satz. Sei d € Ny kein Quadrat. Dann gibt es unendlich viele x,y € N mit 2 —
dy? = 1.

Beweis. Nach Lemma 3.27 existiert ein k € Z mit |k| < 1+ 2v/d und 22 + dy?> = k
hat unendlich viele Losungen (7;,7;) mit ¢ € IN. Wenn wir dies Losungen modulo k
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betrachten, gibt es nur |k|* viele Restklassen, also enthélt eine davon unendlich viele
Losungen (z;,y;)ien- Das heilt x; = 1 mod k und y; =y mod k. Sei o; := x; + yivd
mit dem Konjugierten o; = z; — yz\/;l Setze nun

oG Tx; — Y1yd Y1T; — T1Y;
= — . 2 1Ji
b k k +Vd k

—_————
€Z

Weiterhin ist

11 — yyed = (w1 — ;) +yed(yy — yi) F 22 —dy? =0 mod k
Damit ist §; = a; + b;V/d mit a;,b; € Z.. Nun gilt aber
o 010 0y Q0

pu— . pu— ]_
k k

Bif; =

4 Summen von Quadraten

4.1 Satz. Sein € N, schreibe als Primfaktorzerlequng

n = H pap . H pﬁp

p=3 mod 4 p=3 mod 4
Dann ist n eine Summe von zwei Quadraten genau dann, wenn alle oy, gerade sind.

Beweis. Beobachtung: (u? + v?)(r? + s?) = (ur — sv)? + (us + rv)?, nachrechnen oder
durch Rechnen in Z[i].

< Sei d = [[,23 mod ,P? . Mit obiger Beobachtung und Satz 2.29 ist X = a® + 7 fiir
geeignete z,y € IN. Damit ist n = (dz)? + (dy)?.

=: Sein = 22+y? und d := ggT(z,y). Dann geniigt zu zeigen p | (%) = p# 3 mod 4.
Sei also p | & und x1 := § und y; := 4. Nach Definition von d gilt ggT (21, 1) = 1. Dann
gilt 22 +y? =0 mod p, aber p kann nicht beide teilen. Sei also p { y;. Damit existiert ein
y1 € IN mir 157 =1 mod p. Daraus folgt

e i =2t + 1 mod p = (m17n)? = —1 mod p

Damit ist —1 ein quadratischer Rest, also p = 2 oder p =1 mod 4. O

Setze S(n) := {n € N: Jz,y.n = 2? + y*}. Dann ist #5(z) ~ =.

4.2 Satz (Legendre). Fine Zahln € IN ist Summe von 8 Quadraten genau dann, wenn
n nicht von der Formn=4" -1 mit [ =7 mod 8 ust.
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Beweis. =: Sei n = 4™l. Es gilt z> mod 8 € {0, 1,4}. Damit ist z?+y*+ 2% £ 7 mod 8.
Also ist der Fall m = 0 erledigt.
Sei nun m > 1 ein minimales Gegenbeispiel und n = 22 + 4%+ 22 = 0 mod 4. Dann sind

x,y, z gerade. Also ist (%)2 + (%)2 + (%)2 = 4™~ eine Summe von drei Quadraten, was

der Minimalitdt von m widerspricht.
Die andere Richtung ist deutlich schwieriger, ben6tigt Satz von Dirichlet und anderes. [

4.3 Lemma. Seip € P.
(i) Es existieren v,y < & mit 2> +y*>+1=0 mod p.

(ii) Seip ungerade. Dann gibt es x; < 251 und 1 < h < p—1 mit 23+ a3 +a3+2% = hp.

Beweis. Fiirp = 2 ist es klar.

(i) Die beiden Mengen {02, —1%, =22, ... —(5(p—1))*} und {1, 12+ 1,22 +1,..., (5(p—
1))?+1} enthalten jeweils 3 (p+ 1) Elemente. Damit haben existieren darin &, [ mit
k*+ 1= —I? mod p und somit k> +1>+1=0 mod p.

(ii) Nach (i) existieren z,y < 2! mit 22 +¢? + 1 =0 mod p. Dann ist 0 < 2% + y> +
12+ 0% < 4(p)? = p?. Da es ein Vielfaches von p ist, folgt die Existenz eines solchen
h. O

4.4 Satz (Lagrange). Jede natiirliche Zahl ist Summe von 4 Quadraten.

Beweis. Fiir die Multiplikativitdt beobachte

4 4 4 2
<Z mf) | (Z yf) - (Z xzyl> * <_$1Z/2 + Toy1 — T3ys + 90493)2 (10)
i=1 i=1 i=1

+ (—21y3 + T3y1 — LYo + Tays)” + (—21Ys + Tayy — Tays + Ysia)?
(11)
Erkennbar ist dies aus der Norm von Quaternionen. Damit geniigt es, die Aussage fiir
Primzahlen zu zeigen. p = 2 ist klar.
Sei p ungerade und sei 1 < hy < p minimal so, dass es 2% + 23 + 22 + 22 = hop gibt. Ist
ho gerade, so sind alle oder keines der z; ungerade. OBdA sei x; — x5 und z3 — x4 gerade.
Dann sind auch xy + x5 und x3 + 24 gerade. Dann aber ist

(%(xl + a:g))2 + (%(1)3 + $4))2 + (%(901 - 12))2 + (%@3 - $4))2 = %P

was der Minimalitdt von hg widerspricht. Also ist hy ungerade.

Angenommen hg > 3. Sei —%ho <y < %ho mit x; = y; mod hg. Nicht alle y; kénnen
0 sein, da wir sonst alle z; durch hy teilbar. Also ist 0 < yf + y3 + y2 + y3 < (%ho)2 =
h2. Weiterhin gilt aber auch Y y? = Y 2?7 = 0 mod hg. Also ist > y? = hihy mit
hy < ho. Wegen x; = y; mod hy, sind die letzten drei Summanden in (10) durch hg
teilbar. Weiterhin ist aber > x;y; = Y. 2?2 = 0 mod hy. Wir kénnen also hZ aus jedem
Summanden heraus ziehen. Das liefert

ho-p-h0h1:hg(mf+mg+m§+mi) = hlp:m%+mg+m§+mi

mit hy < hg, was der Minimalitdt widerspricht. Also folgt hy = 1. m
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4.5 Definition. (i) Fir ¢ € Nxg sei ry,(n) = #{(my,...,my) € Z9 : n = mi +
o+ mg} die Anzahl der Darstellungen von n als Summe von g Quadraten (mit
Beriicksichtigung der Reihenfolge).

(i) Wir setzen
=Y d S(n) =Y (-1)F
din,2d din,2td
Beispiel. Es ist 2 = (+1)% + (£1)2, also ist r5(2) = 4. Aukerdem ist 4 = 0% + (£2)? =
(£2)? + 0%, also auch r5(4) = 4. Allgemein ist ro(2%) = 4.

4.6 Lemma. o, und  sind multiplikativ.

fiir 6. Seien ny,ny € N teilerfremd. Sei d | nyny, dann lésst sich d schreiben als d = d;ds
mit d; | n; und fiir d ungerade, sind d; und ds ungerade Fiir ungerade Zahlen [, m gilt
Im—1+({-1)+(m—1)=(I—1)(m—1). Daraus folgt 5(Im—1) = $(I— 1)+ 5(m —1)
mod 2. Nun gilt

s = 3 (DT =Y ()M=Y ()

d|n1n2,2)(d dl‘n17d2|n2,2)(di d1‘n1,d2|n2,2fd,'
di—1 do—1
= > (=D D (=) =d(m)d(na)
d1|n1,2J[d1 d2|n2,2)(d2
Fiir o,: Ubungsaufgabe O

Um das Problem nun zu 16sen betrachten wir erzeugende Funktionen. Fiir die Potenzreihe
gilt

00 0o g

3= (S5

n=0 n=0
4.7 Satz. Sei O(z) := Y, , 2™ fir 2 € C,|z| < 1.

L2041 ) o0 15
_1+4Z T O(z) :1+8;—1+(_2)l

4.8 Satz. Sein = 2% . [[p® die Primfaktorzerlegung. Dann ist
0 124y fir allep=3 mod 4
4 Hp51m0d4 ap i sonst

Bewezs. Mit Satz 4.7 haben wir

ro(n) = 40(n) = {

2H—1

ZTQ n)z" = _1+4Z 21+1_1+4ZZ AT

=0 m=1
= 1+4Z(5(n)z
n=1
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da wir fiir jeden ungeraden Teiler 21+ 1 | n einen Term erhalten. Nach Lemma 4.6 geniigt
es, 6(n) auf Primzahlpotenzen zu untersuchen. Dabei gilt 6(2%) = 1, da 1 der einzige
ungerade Teiler ist. Fiir ungerades p € P gilt

14k :p=1 mod4

SEDIC

1 :p=3 mod 4,k gerade
m=0 0 :p=3 mod 4, k ungerade

4.9 Satz. Es gilt r4(n) =8 (24 (=1)")ou(n).

Beweis. Ahnlich zu Satz 2.8 haben wir

ra(n)z" =0(z)' =148 p=148) 1) (—(=2))m
m=0 =1 1=(=2) I=1  m=0
=1 4 8 Z Z(_l)(l+1 mlz m+1)1 1 4 8 Z Z(_l)(l+l)(m+1)lzml
=1 m=0 =1 m=1
=1+8 Z A(n)z"
n=1

mit A(n) = len(—l)(l“)(%“)l. Wenn n ungerade, dann sind alle diese [ ungerade und
somit (—1)0+0* = 1, also ist A(n) = Y7, 1 = ow(n). Sei nun n = 2'k mit i > 0 und k
ungerade. Ist [ | n, so hat [ die Form [ = 27v mit j < und v | k ungerade. Dann ist

Am) = 37 S D ETE ), - 3§ ),

J=0 wv|k Jj=0 |k
_ (_1)(2j+1 (2~ J+1 ZU - Z 2J+1 (2~ J’+1)2j - ou(n)
j=0 v|k

In dieser Summe erhalten wir immer —1 aufber in den Féllen j =7 oder j = 0. Damit ist
es 1 — Z;;ll 27 + 2! = 3. Damit haben wir das gewiinschte Ergebnis fiir gerades n. O

4.1 Pythagoreische Tripel

Definition. Ein Pythagoreisches Tripel ist ein Tripel (z,y,2) € Z*® mit 2% + ¢y*> = 2
und zyz # 0. Es heilt primitiv, wenn ggT(x,y,2) = 1 (damit sind sie auch paarweise
teilerfremd). Fiir solch eine Losung ist entweder = oder y eine gerade Zahl.

2

Bemerkung. Bereits FEuklid wusste, dass es unendliche viele Pythagoreische Tripel gibt,
namlich von der Form (2k + 1, 2k* + 2k, 2k* + 2k + 1).

4.10 Lemma. Seien g, h,n,m € N mit ggT(g,h) = 1 und m™ = g - h. Dann existieren
g1,h1 € N mit g = g und h = h} und ggT(g1,h1) = 1.
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Beweis. Induktion iiber m™: Sei p € P mit p | m"™, damit auch p" | m™. Dann folgt o0BdA
p | g. Da g und h teilerfremd, folgt p t h, damit muss der komplette p-Anteil in g liegen. Es

gilt also g = p"¢’ fiir ein ¢’ € IN. Nun ist <%) = ¢'h, also existieren nach TH teilerfremde

g1 und A’ mit ¢’ = g1 und h = h}. Also ist auch g = (pg;)™ eine n-te Potenz. O

4.11 Satz. Alle primitiven Pythagoreischen Tripel (x,vy,z) € IN* sind gegeben durch
r=a®— b y = 2ab 2 =a® + b

mit a,b € N, a > b, ggT(a,b) =1 und a — b ist ungerade.

Beweis. <: Nachrechnen ergibt, dass dies tatsichlich Losungen sind. Angenommen p |
x,y,z. Wegen x = (a — b)(a — b+ 2b) ungerade, also p # 2. Weiter gilt p | z + 2z = 2a?,
also p | a und aus p | x — z = 2b? folgt p | b. Damit p | a, b, also p = 1. Damit sind diese
Losungen primitiv.

= Sei (z,y, z) eine primitive Losung. Dann ist o0BdA y gerade und z, z ungerade. Damit
sind © + 2,z — z gerade. Sei also m = 1y, ¢ = £ und h = 2. Dann gilt m? = gh.
Angenommen p | g, h, dann folgt p | g+ h = z und p | g — h = z. Da die Losung primitiv
ist, folgt p = 1, also ggT(g,h) = 1. Nach Lemma 4.10 gibt es teilerfremde a,b € IN mit
g = a®> und h = b?. Damit ist z = a® — b, z = a® + b? und somit y = 2ab. Da nach
Annahme x ungerade und natiirlich, folgt @ > b und a — b ungerade. O]

4.12 Bemerkung. Fiir den Grofen Satz von Fermat (2™ 4 y™ = 2™ hat fiir m > 3 keine
Losung in IN3) geniigt es, die Fille m = 4 und m € P+, zu betrachten.

4.13 Satz. Die Gleichung x* + y* = z* hat keine Losung in IN3.

Beweis. Wegen z? = (2%)? geniigt es zu zeigen, dass x? +y* = 2? keine Losung in IN? hat.
Sei (z,y, z) eine Losung davon mit minimalem z, insbesondere ggT(z,y, z) = 1. Betrach-
tung modulo 4 ergibt oBdA y gerade und z ungerade. Mit Bemerkung 4.12 existieren
teilerfremde a,b € N mit 22 = a®> — V%, 2z = o> + b*> und y* = 2ab, a > bund a — b
ungerade. Wenn a gerade, ist b ungerade und damit 22 = a? — b?> = —1 mod 4, was ein
Widerspruch ist. Also ist a ungerade und b gerade. Nun ist 22 + b = a? und die Zahlen
sind teilerfremd. Mit Bemerkung 4.12 gibt es teielrfremde p, ¢ mit x = p* — ¢2, b = 2pq
und a = p? + ¢ mit p > ¢ und p — ¢ ungerade. Damit haben wir y* = 2ab = 4pq(p? + ¢?),
bzw. (%)2 = pq(p* + ¢*). Da p, q teilerfremd, sind p, q, p* + ¢* paarweise teilerfremd. Wir
wenden Satz 4.11 dreimal an, mit ¢ = p und mit ¢ = ¢. Also sind beides Quadratzah-
len, sagen wir p = 72 und ¢ = 52, sowie p* + ¢*> = t2. Damit gilt r* + s* = 2, aber
z=a’>+0 = (p* + ¢*)? + 4p*¢® > t*, was der Minimalitit widerspricht. O

4.14 Definition. Sei f(x,y) = coo + 2¢0, 1z + 2xg 0y + ¢112% + 2¢1 20y + c20y* € Qlz, y].
Co,0 Co1 Coz2
f= (Lx,y) -C- (any)T C:= Co,1 C1,1 C12

Co2 C12 C22

Sei det C' # 0 und sei f irreduzibel. Dann heifst f eine algebraische Kurve vom Grad 2.
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Beispiel. Betrachte

1 0
C=10 2| = f=1+22+y*+4ay Hyperbel
0 1
C

0
1
2
-1 00
=10 1 0] = f=14+a2+4* Kreis
0 01

4.15 Satz. Sei f eine algebraische Kurve vom Grad 2 und sei (zq, o) € Q* mit f(xo,y0) =
0. Dann besitzt f unendlich viele rationale Nullstellen. Bis auf eine Ausnahme ergeben
sich alle Losungen als Werte einer rationalen Funktion in einer Unbekannten. Die ratio-
nalen Koeffizienten der Funktion hingen nur von f,xq,yo ab.

Beweis. Wir betrachten das Taylorprolynom von f(x,y) an der Stelle (o, yo). Dafiir ist

T
f(x,y) = f(zo,v0) +V f (0, y0) (0, yo)" @ - zg’) + % <";j : “;;’) H (0, 0) (z : ;?) = 2dy (x — x0) 4

mit dy = co1 + ¢1,1%0 + €12y und dy = co2 + €120 + C22Y0. Hohere Ableitungen tauchen
nicht auf, da deg f = 2.

Nun stellen wir fest, dass der Gradient nicht verschwinden kann, also d? + d3 # 0: Ange-
nommen d, = dy = 0. Wegen f(z¢,0) = 0 wiire dann (1, z9,vo) € kerC, was det C' # 0
widerspricht.

Sei nun k € Q mit ¢;1k% + 2¢1 9k + ¢12 # 0 (das schliekt max. 2 Werte aus) und sei

B 2(d1k + ds)
0171k2 + 261’2k + C2.2
(k) ==xo +t(k) -k

y = yo + t(k)} @3) + (k) (lf)

Wenn wir dies ins Taylorpolynom einsetzen, erhalten wir

f(fL‘(k‘), y(k:)) = 2d1k’t(k‘) + ngt(k) + 0171]{?2t(l€)2 + 2612[(5t(]€)2 + 0272t(k)2 = t(k) (lelf + 2d2 + Cle'Qt(k‘)

Nun ist zu zeigen, dass alle diese Losungen verschieden sind. Dies folgt durch
(k) =z(K) Ny(k) = y(K') < t(k)k = t(K"K' Nt(k) = t(K)
t(k)#£0
— k=

#(k)=0
N

Zuletzt zeigen wir. dass dies alle Losungen sind. Angenommen. wir haben eine weitere r-
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T—x0

-0 Wieder nutzen wir das

Losungen (Z,7). Sei § # yo und t := § — yo und k =
Taylorpolynom

0= f(Z,7) = 2d1(T — m0) + 2d2(F — Yo) + c1.1(T — 10)* + c12(T — 20) (T — Yo) + C22(Y — Yo) = 2dytk +

Wire nun ¢y 1k* + 2¢1 2k + 20 = 0, dann wére 2d1k + 2dy = 0, also (o, yo) + t(k, 1) eine

Losung fiir alle ¢ € R. Dies widerspricht aber der Annahme f irreduzibel. Daraus folgt
dik+d , .

t= _01,1k22(+120i21z2i-02,2 hingt nicht von z,y ab.

Im zweiten Fall sei §j = g9, aber T # xo. Dann ist wieder

0= f(f, yo) = le(f — ZL'()) + 61’1(f — 1’0)2 < 0= 2d1 + 6171(5 — ZL’())

Wie zuvor wiirde diese eine Gerade an Losungen liefern, was der Irreduzibilitdt wider-
spricht. 0

Beispiel. Sei wieder f = 2% + y? — 1 mit Startlosung 2o = 0 und yo = 1. Dann erhalten
wir y(k) = t(k) = k;ﬁl und z(k) = —1+t(k) -k = ’]zzj& Wenn wir k = ¢ schreiben, dann

passt es zu obiger Analyse der pythagoreischen Tripel.

4.16 Definition. Fiir £ > 2 setze g(k) := inf {g € N :VnBIN.Imy,...,mgn = me}

4.17 Sata. Fiir k> 2 gilt (k) > 2+ | (3)"] -2

2
Darstellung mit k-ten Potenzen. Dann gilt m; € {1,2} fiir alle i. Setze o; == #{i : m; =
4} Damit ist ny = a1 + s - 2%, Ferner gilt

glk) > g=a1+ay =np — (2" — 1) > ny, — ({(;) J —1) (28 — 1)

)

Bemerkung. Es wird vermutet, dass diese untere Schranke zugleich auch die Losung ist,
also Gleichheit gilt.

Beweis. Betrachte ny, := 2" L@)kJ —1 < 3. Sei nun ny, = mf{ 4 ... + m} eine minimale

]

5 Zahlentheoretische Funktionen

Héufig verwendet man “zahlentheoretische Funktionen” und “multiplikative” Funktionen
als Synonyme. Beispiele, fiir die man sich interessiert, sind

o 7(n) = de 1
e o(n) = Zdlnd
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* o(n)

5.1 Satz. Sei f: IN — C multiplikativ. Dann ist Fi(n) =3, f(d) ebenfalls multiplika-
tiv.

Beweis. Seien n,m teilerfremd. Jedes d | nm lésst sich eindeutig schreiben als d = dyds
mit dy | m und dy | n. Damit ergibt sich

=) fld)= Y fldd)= Y fld)f F(m) - F(n)

dlmn di|m,dz|n di|m,da|n

Damit erhalten wir sofort, dass 7,0 multiplikativ sind, durch f(n) =1 und f(n) =
5.2 Definition. (i) Eine Zahl n € N heift vollkommen, wenn o(n) = 2n.

(ii) M, = 2™ —1 heiken Mersenne-Zahlen. Diese sind insbesondere interessant, weil sich
auf diese Art hiufig Primzahlen finden lassen. Wenn M,, € P, dann ist n € P.

5.3 Satz. n € N ist eine gerade, vollkommene Zahl genau dann, wenn es ein k € N gibt
mit n = 2828 — 1) und 2¥1 — 1 ist eine Primzahl. Insbesondere ist dieser Exponent
Prim.

Beweis. «<: Mit der Multiplikativitat von o ist
o(n) =o(2") - o(2"" - 221 2% +1= (2 —1).2.2F =2p

=: Schreibe n = 20/ mit 2 n’ und k > 1.

2k+1n (n) _ U(Qk) ( /) _ (2k+1 _
— 2 1|0 = =2 —1) 0" = o(n)=2""n" = n/+n" =2""n"=

Damit kann n’ keinen weiteren Teiler mehr haben, sonst passt die Summe nicht mehr.
Und damit ist n” = 1 und »’ ist prim. O

5.4 Bemerkung. (kommt noch

5.5 Definition. Die M&bius-Funktion g : IN — {—1,0,1} ist definiert als

1 n=1
u(n) =<0 :Jda.a® | n
(=" n=pr-...-p,p €P
. o . 1 tn=1 .
5.6 Lemma. p ist multiplikativ und es ist 3_,, p(d) = 0 . (ebenfalls multipli-
: sons

kativ).
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Beweis. Multiplikativitét von p ist klar (Fallunterscheidung). Damit ist M(n) := >~ p(d)
ebenfalls multiplikativ nach Satz 5.1. Seip € P,n € IN. Dann ist M (p") = 1-14+0+... =0
und M(pY) = 1. O

5.7 Satz. Sei f:IN — C und F(n) :=3_,, f(d). Dann st
3 (3) =S (3
din dln

Beweis. Es gilt

S Fu(5) = Y md)Fd) = D pd)F [ D fd) ]| = Y ald)f(d)
din

dido=n dida=n d|da did|n
Lemma 5.6
= Z fld Z (dy) f(n) 0
dn di|%

5.8 Korollar. p(n) =n- de T)

Beweis. Nach Satz 1.38 ist F'(n) = >_,, ¢(d) = n. Eingesetzt in Satz 5.7 in der zweiten
Form ergibt die Behauptung. [l

5.9 Satz. Seien F, f: N = C und F(n) :=}_,, f(d).
(i) Wenn F multiplikativ ist, dann ist auch [ multiplikativ.

(ii) 3y (k) = 4oy [ 7] F(R).

Beweis. (i) Die Multiplikativitét folgt wie {iblich, mittels Satz 5.7

flmn) = > F(dd)u (%%)Z > F(dy)F(do)p (Z>M<d%)

di|lm,dza|n di|m,dz|n
=S () X Fan (5 ) = s
dilm da2|n

(ii) Es gilt durch Umsortierung der Summanden

. 1) .
> F) SN fa) =>" 5] £ =

k=1 d|k k=1 d=1

3
a3

,_.

5.10 Definition (Landau-Notation). Fiir die Grofenordnung definieren wir

O(g):{f:N%N:liinﬁs;jp%<oo}

o(g):{fzmém:hinjogp%zo}

O(g) ={f € Olg) : g € O(f)}
Wie iiblich schreiben wir O(n?) statt O(An.n?).
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Beispiel. In(z) € o(z?) fiir alle € > 0.

5.11 Lemma. Sei f multiplikativ und sei limym_,o f(p™) = 0 fiir alle Folgen von Prim-
zahlpotenzen (kein festes p!). Dann ist lim, o f(n) = 0.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert ein A > 0 mit |f(p™)| < A fiir alle p™. Weiter
existiert ein B > 1 mit f(p™)| < 1 fiir alle p™ > B und fiir jedes ¢ > 0 existiert ein
¢ = c(e) € N mit |f(p™)] < 45 fiir p~c. Schreibe nun n als n = [] cpp*» > ¢*. Dann
existiert ein Faktor mit p® > c. Wegen der Multiplikativitéit ist

el =TT = TT e TT e T 1ol < 4% o5 =«

peP p*r<B B<p*r<c c<pP
O

5.12 Proposition. (i) Fir die Anzahl der Teiler gilt T(n) € o(n®) fir alle e > 0, aber

lim sup,,_, % > 0.

(ii) p(n) € O(n), und n'== € o(p(n)). o(n) € O(nlogn) und n € O(a(n)).
Beweis. (i) Beachte f(n) := % ist multiplikativ und fiir p € P gilt

(™) m+1 < 2m  2logp™ < 2 logp™ noeo

( ) pE™ pEm pE™ (pem Ing IOg 2 (pm>e
Fiir m € N sein:=(2-3-...-pg)™, vom Produkt der ersten k& Primzahlen. Dann
ist
r(n) = (m+ 1% ~mk = logn k>c . (log n)*
log(2-3-...-px)) — g

da wir das Produkt der ersten k£ Primzahlen durch eine Funktion in £ abschétzen
kénnen.

(ii) ¢(n) < nist klar. Sei nun f(n) = %, dies ist multiplikativ. Fiir p € P ist

m(l—e) 1 2

m p p

f(p ) - m—1 - me ) S me
(p—1)p pe p—17"7p

(iii) Wir wissen o(n) > n+ 1 > n. Damit ist n € O(o(n)). Nun ist

1 1

a(n)zzg:n-za§n~zg§n(1+lnn)€(9(nlogn) O
din din d=1

Wir wollen als néchstes zwei Resultate iiber die Kehrwerte von Primzahlen zeigen.

1 1 1
Z—%lnlnx Z 5+m<0®

pz p p,p+2€P
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5.13 Satz. (i) Es gibt eine Konstante v ~ 0.57721... (Fuler-Mascheroni) so, dass
Shoit €Elmn+y+0(3).

(ii) Es gilt Y ~,_,Inn € nlnn+ O(n).

penr, 1)

Setze aj, = Ink — In(k — 1) — ¢ fiir & > 2. Dann ist oy der Fehler im Intervall
[k—1, k], den man macht, wenn man den Summanden durch das Integral abschétzt.
Der Fehler, bei Summation bis n sei v, = Y ,_, k — Inn. Daraus ergibt sich die
Teleskopsumme

Zak: Z%_l_’)/n
k=2 k=

Zu jedem «j nehmen wir das die Fliche umschliefende Rechteck. Indem wir alle
Rechtecke nach links an die y-Achse schieben, erhalten wir, dass die Summe ihrer
Fldacheninhalte 1 ist. Da — konvex ist, hegt Jede dieser ay-Fliachen in der unteren
Hilfte, also > ay, < 3 . Damit gilt 0 < 1— sund 1— 7,41 > 1 —~,. Setze nun
1l—vy=lim,,1— % Daraus folgt

[e.o]

1 1
- ZE:lnn—l—%elnn—i—y—i—O(E)

k=1
(ii) Wir nutzen die Stirling-Formel n! ~ v/27n - (%)n Logarithmieren ergibt
Zlnk:zln(n!)Gnlnn—n-l-(Olnn)gnlnn-l—O(n) O
k=1
5.14 Satz. Es gilt

n

7(k) € nlnn + (2y — )n + O(+v/n)
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Beweis. Aus Satz 5.9 (oder scharfes Hinsehen) erhalten wir

) :ﬂ;{ ) e N oy <y > o} + #{(50) € N a2 < )
[vn] n
—23 (%] - #) + Lval
S Lval(lv/na) +1)
—9 (E) +O(V/n) + 5 |v/n]

=2n <1nL\/EJ +v+0 (—)) —n+0O([vn))
=nlnn— 2y — Dn+O(|vn])

Die zweite Summe fassen wir auf als alle Gitterpunkte, die unterhalb der Funktion y =
liegen. Diese Funktion ist symmetrisch an der ersten Winkelhalbierenden.

=i

5.15 Definition. Die Riemannsche Zeta—Funktion ¢ :C\ {1} — C ist die analytische
Fortsetzung der Dirichlet-Summe > die konvergent ist fiir alle s € C mit Re(s) > 1.

n=1 s?

5.16 Bemerkung. (i) ((s) =2°7"'sin (%) ['(1—s)-((1—s). Daraus ergeben sich die

trivialen Nullstellen s = —2m fiir m € IN, weil dann der Sinus 0 wird. Im positiven
geht das nicht, da dann I'(1 — s) einen Pol hat. Die Riemannsche Vermutung sagt

nun, dass fiir jede weitere Nullstelle gilt re(s) = %

(i) () =%, =%

5.17 Satz. Sei Re(s) > 1. Dann gilt

Beweis.
-2 =(20)( %)321{;52;:;;%#(”)@1 .

5.18 Satz. Fiir sie Summe der Phi-Funktion gilt

ng G—n + O(nlnn)
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Beweis. Fir Quadrate gilt |z|? € 2% + O(z). Damit erhalten wir

n

IECED WD BELED D IR SR

k=1 m=1 dlm m=1dd'=m dd'<n

N L B It

d=1 d=1 =1

1 — n |2 " n n? 1(d) u(d)
=32 - [g] +o (Za) AL R Pl R
_n_z.L_F@ n?. i 1 +(’)(nlnn)—irﬁ—i—@(n)—k@(nlnn) O
- 2 <(2) d=n+1 a - m

5.19 Korollar. Wir betrachten die vom Nullpunkt sichtbaren Gitterpunkte

= lim —#{(a b) € N*:a,b < N,ggT(a,b) =1}

n—)oo
Dann ist o = 7%
Beweis. Ubung U
5.20 Satz.
o(k) = En + O(nlnn)
k=1
Beweis. Ubung |

5.32 Lemma. Selze P(x) = (lnln“”) Sei x> 3 und y < /.

Beweis. Wir haben A(z,y) = {(n,n+2) : 1 <n < z,es ex. kein p € P, mit p | n(n +2)}.
Zu zeigen: #A(z,y) € O(P(x)) fiir ein y = y(x) mit 7(y) € O(P(x)).

“ I »

PEP <y
#HA(x,y) <C | z- H (1 - g) + 7 (y)** + zws
p|R,p>2
/
und ws = Z T (Pl .. -P2k+1)
D1 -P2k+1

P1.--Pok+1|Rp1< . <P2agt1
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Dann schatzen wir ab mit

(py.. .1 9! 1 9
3 T(prp) T < x?

b1...Di b1...Di p
P1.--Pakt1|Rp1<...<py P1.--Pak+1|R,p1<...<py peP <y

,2Multinom*

Mit ?? und ! > é—ll (Stirling) erhalten wir

l

1 2\ 77 1 2Inlny + C)e !
w< ¥ (T2 E X jemmproy< 3 (Rl

2k<I<m(y) pmngyp 2k<I<m(y) 2k<I<m(y)
k' 1\ 1\* |-6Inlny] 101n1 6
— — J— _ _ —oniny — niny —
T @) - @) e <m
2k<l 2k<l

Nun schatzen wir noch das Produkt ab.
2 1\? 1 1\? 1\?
0 (-2)= T (0-2) )< (-2 < (&)

=t r) p p p ny

Das liefert uns

C
_ 27 _ 2|6Inlny]
— m(z) < O ( - +7r(y)2k> <C ( - 4 (02'”) )

(Iny)?

Inz
12Inlnzx

Inz \?2 1 Inlnz\ 2o
< Csx ( ) +cs (a:wlnlnw : ) € O(P(x)) O

Inlnzx Inz

Mit der Wahl y = xmﬁm, also Iny = erhalten wir

6 Geometrie der Zahlen

6.1 Definition. (i) Eine Menge C' C R™ heifit konvex, wenn Vz,y € C.VA € [0, 1]. Az +
(1 — Ay € C. Die Menge aller kompakten, konvexen Mengen wird bezeichnet mit
K.

(ii) Fir X, Y CR™ u € R setze
X+Y={zs+y:zeX,ycY} pX ={uxr:x € X}
(iii) X C R™ heikt O-symmetrisch, falls X = —X. Setze £ :={K € K" : K = —K}.

(iv) Fir X C R™ sei vol(X) das Volumen (Riemann/Lebesgue/...).
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(v) Fiir S C R" setzen wir

ling S := spany(S) = {Z 2:8; .2z €1,8, € S,m € ]N}

i=1

Beispiel. Beispiele fiir 0-symmetrische Mengen sind B, = {z € R" : |[z| < 1}, W, :=
[—1,1]" und By, :={z € R": ) |z;] = 1}. Generell gehen alle Einheitskugeln beziiglich
einer beliebigen Norm.

Diese haben Volumen vol(W,,) = 27, vol(By,, = 2; und vol(B,,) = F(ﬁu)'
3

Lemma. Fiir das Volumen haben wir die Rechenregeln
e vol(uX) = p™ - vol(X)
e vol(A- X) =|det A| - vol(X) fiir eine lineare Abbildung A.

6.2 Definition. Seien by, ..., b, € R" linear unabhéngig. Die Menge A = lingz{by,...,b,}
heift Gitter, die Elemente heift Gitterpunkt. Die Menge {by,...,b,}, bzw. die Matrix
B = (by,...,by,) heilt Basis von A. Dann Gitter lésst sich dann schreiben als A = BZ".

6.3 Bemerkung. (i) ey,...,e, bilden eine Basis von Z".
(ii) A ist eine (additive) Untergruppe von R".
(iii) Die Basis ist nicht eindeutig, siehe das folgende Beispiel.

25 064
16 41
dass det B = 1, also ist B iiber Z? invertierbar.

Beispiel. Nehmen wir B = ), dann ist A := BZ? = Z2. Der Grund dafiir ist,

6.4 Definition. Eine ganzzahlige Matrix U € Z™" heift unimodular falls |det U| = 1.
Die lineare Gruppe ist

GL(n,Z) ={U € ™" : |detU| = 1}
6.5 Proposition. GL(n,Z) = {U € R»" : UZ" = 7"}.
Bewezs. Wir haben die Kette

UecCL(n,Z) = U U ezt & UZ"CZ" NUZ" C Z"
S UZMCI"NZ" CUZ" < UZ" = 7" 0

6.6 Lemma. Sei A = BZ"mit det B # 0. A ist eine Basis von A genau dann, wenn ein
U € GL(n,Z) existiert mit A = BU.

Beweis. Wenn A eine Basis ist, dann gilt AZ" = BZ", also B~'AZ" = 7Z". Damit ist
B7'A € GL(n,Z). Umgekehrt analog. O

6.7 Definition. Sei A = BZ", det B # 0.
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(i) Wir setzen det A := | det B|, die Determinante des Gitters (wohldefiniert nach Lem-
ma 6.6).

(ii) Setze Pg:={pibi+ ...+ pub,:0<p; <1} = B[0,1)", die fundamentale Zelle des
Gitters, siehe Abbildung 1.

Abbildung 1: Fundamentale Zelle

6.8 Bemerkung. (i) det A ist unabhéingig von der Wahl der Basis.
(i) det A = vol(Pg)
(iii) det A < |by|-...-|by|, mit Gleichheit genau dann, wenn die b; orthogonal.
(iv) Pg N A = {0}; folgt aus der Eindeutigkeit der Darstellung in Vektorrdumen. Auch
fir P — Pg = B(—1,1)" gilt (Pg — Pg) N A = {0}.

6.9 Notation. seien aq,...,a, € R" linear unabhingig, A = (a1,...,a,). Sei x € R
mit x = Y p;a; mit p; € R. Dann setzen wir [z]4 := ) _|p;|a;. Damit ist |x| € AZ"™ und
X — LJJJ € Py.

Definition. Setze V(A) := {z € R" : Vb € A.|z| < |x — b|} die Voronoi-Zelle. Das sind
alle Punkte, die ndher am Nullpunkt liegen, als an jedem anderen Punkt des Gitters.

Es wird vermutet, dass jeder Raumteiler ein Voronoi-Diagramm eines geeigneten Gitters
ist; offen seit ca. 130 Jahren.

6.10 Proposition. Se: A = BZ", det B # 0. Dann gilt
R" =D+ Pp)
beA

Beweis. sei x € R", dann ist v = |z |p — (v — |x] ) € A + Pp. Umgekehrt angenommen
x€(b+Pg)N (b + Pp),dann ist b — 0 € (Pg — Pg) N A ={0}, alsob=10". O

6.11 Definition. Eine Menge S C R™ heiftt diskret, falls es ein ¢ > 0 gibt so, dass
|s1 — so| > € fiir alle s; # so.

6.12 Satz. Eine Teilmenge S C R"™ ist ein Gitter genau dann, wenn S eine diskrete
Untergruppe von R" ist, die n linear unabhdngige Punkte enthdlt.

Beweis. Ein Gitter ist klar eine Untergruppe. Sei S = BZ". Wir setzen ¢ = min{|Bzx| :
|z| = 1}. Dann ist |Bz| > ¢|z| fiir alle z € Z™\ {0}. Damit ist ¢ eine untere Schranke fiir
den Abstand.
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Seien anders herum si,...,s, € S linear unabhéngig. Induktiv zeigen wir die Existenz
von by,...,b, mit

ling{s1,..., s, NS =ling{by,...,b,}

k = 1: Wahle als b; den kiirzesten Vektor der Menge (0, s1] N S. Ein solcher existiert, weil
S diskret ist. Dann gilt ling{b,} C SN (sy). Sei also s € SN (s1). Dann ist s = Ab;fiir ein
A € R. Dann ist

S35~ [Ab = (A= [A))bs € [0,b)

und nach Wahl von b; folgt A = |A], also A € Z.
k — k + 1: Hierzu betrachten wir das Parallelepiped

k
P, = {Z a;b; + app15k41 1 0 < oy < 1}

=1

Sei bgr1 € Py NS mit minimalem, positivem Abstand zu ling{by, ..., b;}. Schreibe

k
bpt1 = Zaibi + Qpy1brp

=1

mit a1 > 0 minimal unter allen Punkten in P, N S. Uber R haben wir zunichst
($1,.+ySkr1) = (b1, ..., bgr1). Weiterhin gilt ling{by,...,bgr1} C (s1,...,Sk+1) N S. Sei
andererseits s € (sq,...,8kr1) NS mit s = Z’tll B;b; (mit 5; € R). Dann gilt

]

k+1 k+1

S35—) [Bilbi=Y (6~ 6
=1 =1
k
= Y-8 — 18]) + Wl B — [Brr1]) | bi 4 Qi1 (Brir — [Bes1]) sk
i=1 ;;Z :i;;H

Dann gilt p15 11 < @g41. Wenn dieser Punkt in Py liegt, dann muss wegen der Minimalitat
von a1 gelten, dass ;11 € Z. Dazu betrachte

k+1 k k
S — ;'_@J bi — ;'.MJ bi = ;(w)bz + Qg1 (Brea1 — I_ﬂk_l'_ll)sk_i_l €SnNPp,

€[0,1) €[0,ak+1)

Da @j41 minimal, folgt Sxi1 = | Bkr1] € Z. Damit ist

k
S = Beribrer = > Bibi € (s1,...,s5) NS =1ling {by, ... by} O
i=1
6.13 Korollar. Seien ay,...,a, € A linear unabhdngig. Dann gibl es eine Basis by, ..., b, €
A mit ay € ling{by,...,bx}. Das heifit, d =b- M mit einer oberen Dreiecksmatriz.
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Beweis. Folgt aus der Konstruktion in Satz 6.12. O]

6.14 Definition. Sei A ein Gitter und a4, ..., a, € A linear unabhéngig. Die Menge A( :=
ling{ai,...,a,} heilt Untergitter mit Basis {ay,...,a,}. Die Anzahl der Nebenklassen
von Ay heilt der Index von Ay, notiert mit |A : Ayl

Beispiel. Sei A = 72, sowie a; = (2,0) und ay = (0,3). Dann hat Ay den Index 6, was die
Anzahl der Punkte von A in der Fundamentalzelle von Ay ist. Ebenso ist es der Quotient
der Determinanten.

6.15 Lemma. Sei Ag < A. Dann gilt
(1) |A: Aol = #(PanNA) fiir jede Basis A von Ao.
(ii) |A: Ao| = 42he

det A *

Beweis. (1) Wir zeigen

A= P (c+Ay)

ceEPANA

Sei b € A,dann gilt [b]4 € Ay € A. Daraus folgt (b — |bJa) € P4 N A, also
b= (b—|bJa)+ |bja € (PaNA)+ Ag. Damit haben wir die Vereinigung. Da
Nebenklassen von Gruppen disjunkt oder gleich sind, sind wir fertig.

(i) Wir stellen fest

Y (o

0<m;<m

Weiter gilt, wenn man um einen Punkt aus A verschiebt, so bleibt die Anzahl der
Punkte in der Fundamentalzelle gleich. Das heift fiir a € A gilt #((a + Pa) NA) =

#(P4NA). Daraus folgt #(mPaNA) = m"#(P4NA) © m"|A : Ag|. Somit erhalten

WIr

1\ detA PanA
det Ag = vol(P4) = lim #(PAQEA>_ A A g FUmPand)

m—o0 mn o m—o00 mn
A A
“det A tim A Gea A A O

m—o0 mm

6.16 Korollar. Seien zq,...,z, € Z" linear unabhdingig. Dann st
# ({Zpizi 0<p; < 1} N Z") =det(z1,...,2,)

i=1

Beweis. Folgt mit Lemma 6.15, da det Z"™ = 1. [

6.17 Bemerkung. Sei A = AZ"™ < A. Dann sind dquivalent

e A ist eine Basis von A.
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[} |AAO|:1
e ANPy={0}
o AN A0, 1]" = A{0, 1}

6.18 Lemma. Sei A < R? ein Gitter und seien ay,as € A linear unabhingig. Dann ist
ai,as Basis von A genau dann, wenn das von 0,ay,ay aufgespannte Dreieck A(0,aq, as)
nur diese Punkte enthdlt, das heifft A(0,a1,a2) N A ={0,a;,as}.

Beweis. =: klar

<: Sei Py = {p1a1 + paas : 0 < p; < 1}. Es ist zu zeigen, dass P4 N A = {0}. Hierzu sei
be PyNA. Wenn b € A0, aq,az), so folgt b = 0 und wir sind fertig. Andernfalls schreibe
b = pia; + peas mit 0 < p; < 1 und p; + po > 1. Dann aber ist

a;+az—b=(1—p1)a;+ (1 — pa)as € A(0,a1,a0) "A ={0,a1,as}
und alle drei Moglichkeiten liefern sofort einen Widerspruch. O]

6.19 Bemerkung. Ab Dimension 3 gilt die Aussage nicht mehr. Betrachte hierzu den
Tetraeder, der aufgespannt wird von (0, 0,0),b; = (1,0,0),b, = (0,1,0) und b3 = (0,0, n).
Dieser enthélt keine weiteren ganzzahligen Punkte, hat aber das Volumen &, und ist fiir
n # +1 keine Basis.

6.20 Lemma. Seien uy,...,u, € Z" und k; € N. Dann ist A :=={z € Z" : (u;,z) =0
mod k;} ein Gitter mit det A < ky ... kp,.

Beweis. ) ist eine diskrete Untergruppe von Z™ und enthédlt &k ...k, -¢e; fiirte=1,... n.
det A
7" : Al = =det A
| | det Z" ¢

und nach Satz 6.12 ist A somit ein Gitter. Definiere die Abbildung ¢ : Z" — 7" mit
o(2); = ((u;,2z) mod k;) € {0,...,k; — 1}. Damit ist #p(Z") < ky...ky,: Gehoren z
und Z zu verschiedenen Nebenklassen beziiglich Z" und A, dann ist z — z ¢ A, also
o(z) # (2). O
6.21 Lemma. Se: X C R"™ beschrdankt und messbar.

(i) Wenn (z4+ X)N(Z+ X) =0 fir alle z # z € Z", dann ist vol(X) < 1.

(1)) Wenn Z™ + X = R", dann vol(V') > 1.
Die Grenze 1 ist scharf, was man sieht, wenn man fir X die Fundamentalzelle wdhlt.

Beweis. Sei P =10,1)" und sei M = {z € Z" : (2 + P) N X # (}}. Dann ist M endlich,
da X beschriankt ist. Beachte ferner R” = Z" + P. Fiir das Volumen gilt nun

vol(X) = vol((Z" + P)N X) = Y _vol((z + P) N X)

zeM

Weiter ist (2 + P)NX = (PN (X — 2)) + 2z und somit vol(X) = > _,, vol(PN (X — 2))
da das Volumen translationsinvariant ist.
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(i) Wenn nun (PN (X —2))N (PN (X —z)) =0 fiir alle 2z # z € Z", dann ist

> vol(PN (X = 2)) < vol(P) = 1

zeEM
da nur disjunkte Teile der Fundamentalzelle ausgeschnitten werden.

(ii) Hier gilt zusitzlich M = {z € Z : PN (X — 2) # (0}. Da R* = X + Z", folgt
U,en PN (X = 2) = P. Damit ist

Y vol(P+ (X —z)) > | vol(P + (X — z)) = vol(P) = 1

zeM zeM

O

6.22 Korollar. Sei X C R™ mit vol(X) > 1. Dann existieren x1,x9 € X mit x1 — x9 €
7"\ {0}, bzw. (X — X)NnZ"\ {0} # 0.

Beweis. OBdA sei X beschréinkt (sonst mit hinreichend grofer Kugel schneiden). Nach
Lemma 6.21 gibt es z # z € Z" mit (z + X) N (2 + X) # 0. Und damit gilt = — z €
(X —X)nz"\ {0} O

6.23 Satz (Minkowski,1896). Sei K € K7 mit vol(K) > 2", dann ist KNZ"\{0} # 0.
Die Schranke ist optimal, was man durch den Grenzfall (0,1)" sieht.

Beweis. Falls vol(K) > 2" gilt, so haben wir vol(3K) > 1. Mit Korollar 6.22 haben wir
(3K — LK) NZ"\ {0} # 0, aber durch die Symmetrie ist K = 1K — LK.

Sei nun vol(K) = 2" und sei KNZ"\ {0} = 0. Da K kompakt (also abgeschlossen) ist und
7" diskret, existiert ein A > 1 mit A\AKNZ" = KNZ" = {0}. Nun aber ist vol(AK) > 2",

was dem ersten Teil widerspricht. O

6.24 Korollar. Sei A C R"™ ein Gitter und K € K mit vol(K) > 2"det A. Dann ist
KnA#{0}.

Beweis. Sei B eine Basis von A, also A = BZ". Dann gilt
KNA#{0} & B (KNA)#{0} & B'KnZ"+#{0}

vol(K)
det B

Nach Voraussetzung ist vol(B™'K) = > 2™, Damit sind wir fertig nach Satz 6.23.

]

Bemerkung. Als nichstes schauen wir uns das Problem von quadratischen Formen an.
Gegeben Matrix A € R” und v € R. Die Frage ist, ob ein z existiert mit g(z) :=
2T AT Az < 4. Dieses Problem ist nahe verwandt mit dem Problem der Kugelpackungen,
und das ist erst gelost fiir Dimension < 8 und fiir 24.

6.25 Satz. Seien a; € R™ eine Basis, setze A := (ay,...,a,)". Weiter seien 7; > 0 mit
[[7: > |det A|. Dann ezistiert ein z € 7" \ {0} mit |{a;, z)| < 7; fir alle i.

Bemerkung: Dieser Satz ist ein hinreichendes Kriterium fir die Losbarkeit eines bestimm-
ten ILP (ganzzahligen linearen Programms).
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Beweis. Sei P = {z € R" : Vi.|{a;, ) < 7;}. Dann ist

o 7 7,
P=AYr cR":Ville,z) <7} = vol(P) = [I7 > on

damit haben wir P NZ" # {0} und wir sind fertig. O

6.26 Korollar (vgl. Satz 3.23). Seien ay,...,a, € R und sei 0 < € < 1. dann existie-
TEN P1, ... Pn,q € Z mit 1 < g <e™™ mit \ai—%\ <

Beweis. Sei a; = —e; + e,y flir ¢ < n und a,y1 = e,y1. Nach Satz 6.25 gibt es fiir
jedes 7 > 0 ein Punkt (py,...,pn,q) € Z"1\ {0} mit |{a;,2)| = |oig — pi] < 77 und
[{ans1,2)| = lg| < 7. Sei nun 7 > e ™ und |7 < e7". Daraus folgt |o;q — p;| < € und
lq| < [7] < e Wére nun g = 0, dann folgt p; = 0 fiir alle i, was ein Widerspruch ist.
Also ist o0BdA ¢ > 1 und wir koénnen dadurch dividieren. O

6.27 Theorem (Lagrange). Jedes m € N ldsst sich schreiben als Summe von 4 Qua-
draten.

Beweis. Wir betrachten die vierdimensionale Kugel By = {x € R : 23+ 23+ 23 +23 < 1}.
Zu zeigen, dass d(y/mB,) einen ganzzahligen Gitterpunkt enthilt.

Sei oBdA m quadratfrei, also m = py - ... p, mit p; prim, verschieden. Mit Lemma 4.3
gibt es a;,b; € N mit a? +b? +1 =0 mod p;. Sei

A= {z € Z*: 2z = (a;z3 + bizg) mod p;, 21 = (bizg — a;z4) mod p;,i=1,. .. Jc}

Nach Lemma 6.20 ist A ein Gitter mit det A < p?-...-p? = m? Damit ist
2
vol (\/ 2mB4> = (2m)*vol(By) = (Zm)Q% > 24m? > 2% det A

Nach Korollar 6.24 existiert z € A\ {0} im Inneren von v/2mB, (da wir ein > haben).
Also gilt 0 < 2§ + ...+ 2] < 2m. Nach Wahl von A gilt

242 2 4 2 = (a4 bizg)? 4 (bizs — a;za)? + 25 + 22 mod p;

=z(ai +b7+1)+25(ai +b7+1)=0 modp; firi=1,... k
Daraus folgt m =py...pp | 22+ ...+ 2%, also 27 + 25 + 22 + 23 = m. O

6.28 Theorem. Sei k € N und sei X C R"™ eine Jordan-messbare Menge mit vol(X) > k.
Dann ezistieren xq, ..., Tp41 € X mit x; —x; € 2™\ {0} fiiri # j.

Beweis. Es gilt

1 1
k <vol(X)= lim # (XO—Z”) C—
m

m—00 m2

1
—> dm € N.# <Xﬂ—Z”> > k-m"
m

7" ist Untergitter von %Z” vom Index m™. Nach Schubfachprinzip gibt es x1, ..., xg.1,
die in der gleichen Nebenklasse liegen und damit liegen ihre Differenzen in Z". O
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6.29 Korollar. Sei A C R" ein Gitter, K € K. Wenn vol(K) > k2"det A, dann ist
A(LOA) > 2k + 1.

Beweis. OBdA (siehe Beweis Korollar 6.24) sei A = Z" und vol(K') > k2" (siehe Beweis
Satz 6.23). Nach Theorem 6.28 existieren k+1 verschiedene Punkte z1, ..., x5 € %K mit
xri—x; € Z"NK. Sei z1 ein Pnkt mit maximaler Euklischer Norm. Setze z; := x;;; —x; fiir
i=1,..., k. Esist z; # z; filr i # j, sowie z; € KNZ"\{0}. Weiterhin gilt (x1, z;) <0 fiir
i < k. Beachte (z1,z;41) < |z1| - |ri11] und Gleichheit kann nur gelten, wenn sie kolinear
sind.

Sei H die Hyperebene orthogonal zu x;. Dann liegen alle z; unterhalb dieser Ebene.
Folglich liegen alle —z; oberhalb. Damit sind +z;,0 zusammen 2k+ 1 verschiedene Punkte
von K NA. O

Satz (Kronecker). Sei v € R\ Q, € R, N € N und ¢ > 0. Dann ezistieren n,p € IN
mit n > N und |na —p — | < e.

Beweis. Nach Satz 3.23(mit n = 1) gibt es r, s € Z mit [sa —r| < X. Da a € R\ Q gibt es
unendlich viele Losungen, also kénnen wir weiter annehmen, dass s > max{N, %} Damit
ist |sa — 7| < e. Folglich gilt {sa} := sa — |sa] < € oder 1 — {sa} < e. Das heifst fiir
k =1,2,3 gibt {kcot sa} Punkte in [0, 1] mit Abstand < e. Damit existiert ein m € IN
mit

[{msa} —{B}] = [(ms)a — [msa| — 5+ 5]
O

Satz. Seien aq, ..., ay, 1 linear unabhdngig tiber Q und seien By, ...,03, € Q, N € N und
e > 0. Dann ezistieren q,p1,...,pn € Z mit |qo; — p; — Bi| < e fir alle i.

Beweisidee. Dieser Satz ist die Verallgemeinerung, wo die Ungleichungen zugleich erfiillt
werden. Nutze den vorigen Satz, um induktiv vorzugehen.

Wieder ist die Bedingung ,linear unabhéngig® notwendig. Wire > m;a; + mpu11 = 0,
dann wére Y m;(qa; — p;) € Z. Damit hétten wir eine diskrete Schar von Hyperebenen
und da koénnte ein 5; dazwischen liegen. O]

Definition. Eine Folge (a;)ienw C [0, 1] heift gleichverteilt in [0, 1], falls fiir jedes Teil-
Intervall [a,b) C [0, 1] gilt:

lim (%-#{aie[a,b):ign}) —b—a

n—o0
Bemerkung. Folgende Aussagen sind dquivalent fiir eine Folge (a;);en:
e Die Folge ist gleichverteilt.

e Fiir jede Riemann-integrierbare Funktion f :[0,1] — R gilt



o Fir 0 # k € Z gilt
1 k g
1- - 2mika; — 2mikx d _ O
Das Konzept “gleichverteilt” kénnen wir ebenso in héhere Dimension iibertragen.
Satz. Sei o € R\ Q. Dann ist die Folge a, := {na} = na — |na] gleichverteilt.

Beweis. Wir nutzen das dritte Kriterium. Es ist e2mikina} — p2mikna GQeoj A, .— e2mike
Dann ist e?™*{ne} = A? Damit kénnen wir wie folgt umschreiben

zn: 2mik{ja} __ ZAn _ AA;:_ flk

i=1

Nun ist |Ax| = 1, aber da a ¢ Q, ist kaw = 0 mod 1, also Ay # 1. Die rechte Seite
schitzen wir nun ab mittels

At 4,
A —1

2 1 & r
< — [ - 2mik{ja} | _ 0 O

Jj=1
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