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1 Topologische Vektorraume

1 Topologische Vektorraume

Wir wollen zunéchst grundlegende Definitionen und Begriffe erarbeiten und einige Beispie-
le geben. Natiirlich m&chten wir dazu definieren, was ein topologischer Vektorraum ist. Da-
zu sei eine zundchst nicht ndher bestimmte Menge gegeben, auf welcher eine Vektorraum-
Struktur und eine topologische Struktur vorhanden seien — also ein Vektorraum mit einer
Topologie. Die Untersuchung solcher Objekte wiirde jedoch kaum mehr hervorbringen
als die getrennte Untersuchung von Vektorrdumen und topologischen Rdumen. Um bei-
de Strukturen sinnvoll zu vereinen, wollen wir eine gewisse Kompatibilitdt fordern. Doch
es gibt nur eine naheliegende Methode dies zu tun: Eine Vektorraum-Struktur erlaubt
uns, tber Addition, Subtraktion (Bilden von additiv inversen Vektoren) und Skalarmul-
tiplikation zu sprechen. Eine topologische Struktur erlaubt, von Stetigkeit zu sprechen.
Fordern wir also, dass die drei genannten Verkniipfungen stetig seien! Dabei stellen wir
fest, dass die Stetigkeit der Subtraktion sich bereits aus der Stetigkeit von Addition und
Skalarmultiplikation ergibt.

Definition 1.1. Ein topologischer Vektorraum iiber dem Korper K € {R, C} ist eine Men-
ge E, welche zugleich eine Vektorraum-Struktur mit Grundkérper K und eine topologische
Struktur besitzt, so dass die Addition

EXE—E, (z,y) mx+y
und die Skalarmultiplikation
KxE—=E, (A\z)— \x
stetig sind. Wir sagen dann auch, dass diese beiden Strukturen kompatibel sind.

Natiirlich sind dabei E x F und K x E mit der Produkttopologie versehen und K mit der
Standardtopologie.

Bemerkung 1.2. Viele Autoren fordern von einem topologischen Vektorraum auflerdem die
Hausdorff-Eigenschaft.

Ubungsaufgabe 1.1. Es sei E ein topologischer Vektorraum und zo € E, A € K\ {0}.
Zeige, dass die Abbildungen = — = + xg, © — Az, z € E, Homéomorphismen von E auf
sich selbst sind.

Ubungsaufgabe 1.2. Zeige, dass die diskrete Topologie auf F # {0} mit der Vektorraum-
Struktur niemals kompatibel ist, die indiskrete hingegen immer.

Nun stellen wir fest, dass jeder normierte Raum ein topologischer Vektorraum ist. Dazu
sei die Topologie natiirlich von den offenen Kugeln erzeugt. Die Addition ist als lineare
Abbildung von E x E nach E namlich mit

[z +yll < [zl + lyll = [I(z, »)llx
stetig und die bilineare Skalarmultiplikation mit
[Az] < Alll]l -

Natiirlich wiirden wir uns hier mit einer sehr langweiligen Theorie beschéftigen, gébe
es keine weiteren Beispiele. Gliicklicherweise gibt es geniigend (wichtige) Beispiele fiir
topologische Vektorraume, deren Topologie nicht durch eine Norm induziert werden kann.
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Und tatsdchlich kennen wir bereits welche: Die schwache und die schwache* Topologie auf
einem normierten Raum. Im unendlichdimensionalen Fall sind beide nicht metrisierbar
(man zeigt, dass sie nicht dem ersten Abzéhlbarkeitsaxiom geniigen; siehe Banachraum-
Theorie). Etwas leichter sieht man, dass sie nicht von einer Norm abstammen konnen,
denn jede in diesen Topologien offene Umgebung der Null enthélt einen endlichen Schnitt
von Kernen stetiger linearer Funktionale und ist damit unbeschrankt in jeder denkbaren
Norm.

Ein weiteres wichtiges Beispiel, welches grundlegend fiir die Distributionentheorie ist, bil-
det der Raum 2(f2) von Testfunktionen auf einem Gebiet @ C R", n € N. Dies ist der
Raum Cg°(Q2) (auch C§°(Q2)) aller beliebig oft differenzierbaren Funktionen auf Q mit
kompakten Tréger (Testfunktionen), welcher um eine Topologie bereichert wurde. Und
auch der Raum C*°(£2) mag von Interesse sein. Auf diesem wollen wir etwa die Topologie
so wahlen, dass Folgenkonvergenz gleichbedeutend mit der gleichméfligen Konvergenz aller
Ableitungen auf Kompakta ist. Doch auch ohne dies genauer zu fassen, stellen wir fest,
dass eine solche Beschreibung niemals ausreichen wird, eine Topologie zu definieren: Fine
Topologie ist nicht durch Folgenkonvergenz charakterisiert. Man denke etwa an den Raum
{1, in welchem schwache und starke Konvergenz von Folgen iibereinstimmen, die schwache
Topologie aber dennoch von der Normtopologie verschieden ist.

Stattdessen kénnen wir Topologien durch Angabe einer (Sub-)Basis angeben, wie es bei der
schwachen Topologie getan wurde. Ein anderer Blickwinkel auf die Definition der schwa-
chen Topologie auf einem normierten Raum X ist derjenige, dass sie durch die Familie
von Halbnormen z — |z*z|, * € X*, erzeugt wird. Wir werden uns mit solchen Familien
von Halbnormen spéter beschéftigen und sehen, dass Topologien, die durch eine abzdhlba-
re Familie von Halbnormen erzeugt werden, metrisierbar sind. Damit sind wir bereits bei
einer weiteren Moglichkeit, Topologien zu definieren: Durch Angabe einer Metrik. Dies ist
wohl der einfachste Weg, weshalb wir ihn gleich vorfithren mochten.

Beispiel 1.3. Fiir p > 0 sei LP(0,1) der Raum der messbaren Funktionen f auf [0, 1] mit
Werten in K (bzw. ihrer Aquivalenzklassen), fiir welche

/1]f(m)]pdx < 00.
0

Gerne darf das Bild auch ein Banach-Raum und das Urbild ein endlicher Mafiraum sein,
aber wir begniigen uns mit Funktionen [0, 1] — K. Nun ist bekanntlich

1 7
£l = ( /0 rf<x>rdw)

eine Norm auf LP(0, 1), welche fiir p = 2 sogar von einem Skalarprodukt induziert wird. Fiir
p < 1 wird es spannender: Obiger Ausdruck geniigt nicht mehr der Dreiecksungleichung,
die ,,Einheitskugel“ ist nicht mehr konvex. Wir zeichnen einige solcher ,Kugeln“ in R? fiir
verschiedene Werte von p.

L
\

Abbildung 1: p = % Abbildung 2: p=1 Abbildung 3: p = %
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Abbildung 4: p = 2 Abbildung 5: p = %

/ (@) - glw)P da

fir 0 < p < 1 eine Metrik, womit LP(0, 1) zum metrischen Raum wird. Man beobachte fiir
f e Lr0,1), e >0 und € := e auch

Allerdings ist

1 v
{9 € LP(0,1) : d(f,g) < &} = {96 LP(0,1) : (/0 | () —g(w)ldw> < 6} :

Man iiberpriift leicht, dass Addition und Skalarmultiplikation beziiglich dieser Metrik ste-
tig sind; LP(0, 1) ist also ein topologischer (metrischer/metrisierbarer) Vektorraum. Weiter-
hin ist LP(0, 1) vollstandig und die Metrik ist translationsinvariant, d. h. d(f +h,g+h) =
d(f,g) fur alle f,g,h € LP(0,1). Daher wird dieser Raum gelegentlich als F-Raum be-
zeichnet. Diese Bezeichnung fiir einen topologischen Raum, dessen Topologie durch eine
vollstdndige translationsinvariante Metrik induziert werden kann, wollen wir jedoch nicht
verwenden, um keine Verwechslungen mit Fréchet-Raumen zu verursachen, welche aufler-
dem lokalkonvez sein sollen. Letzteres ist eine Eigenschaft, welche LP(0, 1) fehlt. Wére dies
der Fall, konnten wir iibrigens die folgende faszinierende Feststellung nicht machen: Auf
LP(0,1), 0 < p < 1, existieren keine stetigen linearen Funktionale aufer dem Nullfunktio-
nal. Mit anderen Worten hat LP(0, 1) einen trivialen Dualraum.

Um dies zu zeigen, nehmen wir an, es gébe ein solches stetiges Funktional ¢: LP(0,1) — K
mit ¢ # 0. Dann kénnten wir ein fo € LP(0, 1) mit ¢(fo) = 1 finden. Nun ist

t
e [P d,
0
€ [0, 1], stetig und wir finden ein ¢y € [0, 1] mit
to 1 1 1
[ awpds =5 [ i@ ds = [ Ifute)r s,
0 0 to

Mit fo = ]1[07,50) fo+ ]l[to,l} foist 0.B.d. A. @(H[O,to) fo) > % und wir setzen f1 := 2 ]1[07,50) fo,
so dass ¢(f1) > 1. Insbesondere ist

/0 @) e — 27 /0 ° ()P do = 2! /0 o)l da.

Induktiv erhalten wir eine Folge (f,,) C LP(0,1) mit ¢(f,) > 1, aber

d(fn,0) /Ifn )P da = 2n(P—D) / | fo(z)[P da .

Nun endlich verwenden wir p < 1 und erhalten f,, — 0, obwohl ¢(f,) nicht gegen Null
geht.
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Wir wollen uns nun damit beschéftigen, die Topologie eines topologischen Vektorraums
zu verstehen und zu beschreiben. Allgemein kann eine Topologie natiirlich durch Umge-
bungssubbasen (Umgebungen eines Punktes, so dass jede Umgebung einen Schnitt dieser
Mengen) beschrieben werden. Da Translationen in topologischen Vektorraumen Homoo-
morphismen sind, brauchen wir jedoch nur Nullumgebungssubbasen zu betrachten. Bald
werden wir herausfinden, welche Eigenschaften wir von einem Mengensystem fordern miis-
sen, damit es eine Nullumgebungssubbasis einer Vektorraum-Topologie bildet. Zuvor sind
jedoch zwei Definitionen nétig.

Definition 1.4. Es sei F ein Vektorraum.

(i) Eine Menge A C E heif}t absorbierend, falls zu jedem x € F ein r > 0 existiert, so
dass Az € A fiir alle A € K mit |A] <.

(ii) Eine Menge A C E heifit balanciert, falls mit x € E auch ax fir alle « € K mit
la] <1 gilt.

Auflerdem stellen wir folgendes fest: Ist V' C F eine Nullumgebung, so gibt es eine weitere
Umgebung U C E der Null, so dass U + U C V, denn die Addition ist stetig. Es liefle
sich nun zeigen, dass in jedem topologischen Vektorraum eine Nullumgebungssubbasis 44
existiert, so dass alle U € U absorbierend und balanciert sind und zu jeder Menge V € il
dieser Basis ein U € 4 mit U + U C V existiert. Wir zeigen stattdessen eine gewisse
Umkehrung dieser Aussage.

Satz 1.5. Es sei E ein Vektorraum und 3 ein System von absorbierenden, balancierten
Mengen, so dass fir jedes V € U ein U € U mit U + U C V existiert. Dann gibt es
genau eine mit der Vektorraum-Struktur vertrdagliche Topologie auf E, beziiglich derer U
eine Nullumgebungssubbasis ist.

Beweis. Natiirlich haben wir nur eine sinnvolle Moglichkeit, diese Topologie zu definieren:
Fir x € E sei z+4 eine Umgebungssubbasis. Es bleibt die Kompatibilitat mit der linearen
Struktur zu zeigen. Es sei dazu (z9,y9) € F x E und wir wollen zeigen, dass die Addition
in diesem Punkte stetig ist. Ist aber V' € i, also 29 + yg + V eine Umgebung von z + vo,
so finden wir U e Umit U +U C V,alsoxg+U +yo+U Caxg+yo+ V.

Nun zur Stetigkeit der Multiplikation, fiir welche (A, z9) € K x E gegeben sei. Zu V' € 4
wahle wieder U € Y mit 2U C U + U C V. Da dieses U absorbierend ist, kénnen wir ein ¢
finden, so dass wir fiir alle A € K mit |A — \g| < € die Beziehung (A — Ag)zo € U erhalten.
Induktiv finden wir sogar fiir beliebig grolesn € Nein W € U mit nW C W+-.-+W C U
und kénnen n grofer als [Ag| + € wihlen. Ist nun z € 2o + W und |\ — | < ¢, so ist

Az — ) € XW C (Mo + €)W C U,

also
Az = Nzo + Az — x0) + (A — Ao)xo € Aozo + U +U C Aozp+ V.

O

Dies bietet uns nun eine weitere Moglichkeit, Topologien auf Vektorrdumen einzufiihren.

Beispiel 1.6. Auf einem normierten Raum X liefert uns das System aller Mengen
{reX:|z%x| < ¢}

mit z* € X* und ¢ > 0 bekanntlich die schwache Topologie.

Topologische Vektorraume und Distributionen 4
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Beispiel 1.7. Es sei Q C R™ offen. Dann ist C(€2) bekanntlich kein (auf natiirliche Weise)
normierter Raum, wir konnen nun aber eine Topologie auf ihm definieren, welche wir aus
den Mengen

zeK

{f € C(Q) : sup|f(z)] < E}

fir alle ¢ > 0 und Kompakta K C €0 gewinnen. Die entstehende Topologie ist die der
kompakten Konvergenz.

Beispiel 1.8. Ahnlich kénnen wir fiir den nun zu definierenden Raum 2(K) vorgehen: Da-
bei ist K eine kompakte Menge in R™ und der Vektorraum Z(K) bestehe aus allen beliebig
oft differenzierbaren Funktionen R” — K, deren Triger in K enthalten ist.! Fiir o € NZ
und & > 0 betrachten wir die Menge aller f € Z(K) mit sup,cx|D*f| < €. Aus solchen
Mengen erhalten wir die Topologie von Z(K). Konvergenz in dieser Topologie bedeutet
also die gleichméfige Konvergenz und gleichméflige Konvergenz aller Ableitungen.

Bevor wir jedoch weitere Beispiele angeben, wollen wir eine weitere Methode abwarten,
Vektorraum-Topologien zu beschreiben. Wie wir bereits bei der schwachen Topologie an-
gedeutet haben, wird dies ndmlich die Verwendung von Halbnormen sein. Damit werden
wir lokalkonvexe topologische Vektorrdume erhalten, mit denen wir uns im nachfolgenden
Kapitel beschéiftigen. Zunéchst widmen wir uns jedoch einigen Aussagen iiber allgemeine
topologische Vektorrdume.

Beschéftigen wir uns beispielsweise kurz mit Unterrdumen, Quotienten und hausdorffschen
topologischen Vektorrdumen. Wie erstere zusammenhéngen, ist klar. Wir wollen zeigen,
dass wir zu einem gegebenen topologischen Vektorraum F den Quotienten £/ @ als neuen
topologischen Vektorraum erhalten, welcher sogar hausdorffsch ist.

Zunéachst also zu Unterrdumen:

Lemma 1.9. Ist E ein topologischer Vektorraum und F C E ein Unterraum, so ist auch
F mit der induzierten Topologie ein topologischer Vektorraum.

Beweis. Klar. O

Ubungsaufgabe 1.3. Zeige, dass offene Unterriume eines topologischen Vektorraumes
bereits der ganze Raum sind.

Ubungsaufgabe 1.4. Zeige, dass der Abschluss eines Unterraumes eines topologischen
Vektorraumes wieder ein Unterraum ist.

Ist nun E ein topologischer Vektorraum und F' C E ein Unterraum, so kénnen wir —
zunédchst rein algebraisch — den Quotientenraum E/F definieren. Auf diesem haben wir
jedoch die iibliche Topologie, welche man durch eine Projektion wie hier die kanonische
m: E — E/F gewinnt: Eine Menge in E/F heifit offen, wenn ihr Urbild unter 7 offen
ist. Dies ist gerade die feinste Topologie auf E/F, mit der 7 stetig ist. Nachdem wir das
algebraische Objekt E/F mit einer Topologie versehen haben, bleibt die Kompatibilitit
zu lberpriifen.

Ubungsaufgabe 1.5. Zeige, dass F/F tatsichlich ein topologischer Vektorraum ist.

Wir gelangen nun zur Charakterisierung hausdorffscher Quotientenrdume und benétigen
nur noch ein Lemma.

Man mache sich kurz klar, weshalb dies nicht einfach der Raum aller glatten Funktionen auf K ist.

5 Topologische Vektorrdume und Distributionen
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Lemma 1.10. FEin topologischer Vektorraum E ist genau dann hausdorffsch, wenn fir
jedes 0 # x € E eine Nullumgebung existiert, welche x nicht enthdlt.

Beweis. Fiir © # 0 sei V eine o. B.d. A. balancierte Umgebung der Null, welche x nicht
enthilt, und U eine Nullumgebung mit U+U C V. Dann sind U 3 0 und z+U > z disjunkt,
denn gibeesy €e UN (x4 U), so wireauchy—x € U,alsox =y— (y—x) e U4+ U C V.
Dass wir andere Punkte durch disjunkte Umgebungen trennen kénnen, ergibt sich durch
Translation. ]

Insbesondere ist E genau dann hausdorffsch, wenn {0} abgeschlossen ist.

Satz 1.11. Es sei E ein topologischer Vektorraum und F C E ein Unterraum. Dann ist
E/F genau dann hausdorffsch, wenn F' abgeschlossen ist.

Beweis. Das Komplement von {0} C E/F ist genau dann offen, wenn das Urbild in E
offen ist. Dieses Urbild ist jedoch das Komplement von F'. O

Korollar 1.12. Ist E ein topologischer Vektorraum, so ist der Quotientenraum E/{0}
hausdorffsch.

Auf diese Weise kénnen wir einem topologischen Vektorraum also einen hausdorffschen
topologischen Vektorraum zuweisen.

Blicken wir auf die obigen Aussagen zuriick, so erinnern wir uns, dass die Quotientenbil-
dung beziiglich eines abgeschlossenen Unterraums auch bei Banach-Réumen von Bedeu-
tung war. Dies hatte mit dem Begriff der Vollstdndigkeit zu tun und wir fragen uns, ob
wir auch von vollstdndigen topologischen Vektorraumen sprechen kénnen.

Definition 1.13. Eine Folge (z,) C E in einem topologischen Vektorraum E heifit
Cauchy-Folge, falls die doppelt indizierte Folge (x,, — x,,) eine Nullfolge ist.

Ist nun jede Cauchy-Folge konvergent, so konnen wir E als folgenvollstandig bezeichnen.
Wir wissen jedoch schon, dass Folgen nicht ausreichen, um eine Topologie zu beschreiben:
Folgen sind stets nur abzdhlbar, aber nicht jede Topologie muss sich durch abzahlbar
viele Informationen beschreiben lassen. Als Losung dieses Problems erweitert man die
Indexmenge N einer Folge auf eine beliebige gerichtete Menge.

Definition 1.14. Eine gerichtete Menge ist eine Menge I, welche mit einer reflexiven und
transitiven Relation < versehen ist, so dass es fiir alle 71,92 € I ein j € I mit i1 < j und
i < j gibt (je zwei Elemente besitzen ein gemeinsames grofieres Element).

Ein Netz (x;)ier in einer Menge X ist eine Abbildung I — X, i — x; von einer gerichteten
Menge I nach X.

Die natiirlichen Zahlen bilden offenbar eine gerichtete Menge, weshalb jede Folge ein Netz
ist.

Fiir Netze fithren wir nun einen Konvergenzbegriff ein.

Definition 1.15. Ein Netz (z;);cs in einem topologischen Vektorraum F heifit konvergent

gegen x € E, falls es fiir jede Umgebung U 3 x von z ein 49 € I gibt, so dass x; € U fiir
alle ¢ > i°. Wir schreiben dann z; — z bzw. limx; = z.

?Dies ist natiirlich als 7 < 4 zu verstehen.

Topologische Vektorrdume und Distributionen 6
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Wir kénnen Abgeschlossenheit, Stetigkeit etc. mit Netzen so beschreiben, wie wir es mit
Folgen in metrischen Rdumen konnten, obwohl wir nur n durch ¢ und N durch I ersetzt
haben. Und genauso verallgemeinern wir auf Cauchy-Netze.

Definition 1.16. Ein Netz (x;);cs in einem topologischen Vektorraum heifit Cauchy-Netz,
falls fiir jede Nullumgebung U ein Index ig € I mit z; — x; € U fiir 4,j > i existiert.
Konvergiert jedes Cauchy-Netz, so heifit der topologische Vektorraum wvollstindig.

Auf die offensichtliche Weise definiert man Vollstdndigkeit von Teilmengen topologischer
Vektorrdume.

Ubungsaufgabe 1.6. Es sei E ein vollstindiger, hausdorffscher topologischer Vektor-
raum. Zeige, dass eine Teilmenge A C E genau dann vollstédndig ist, wenn sie abgeschlossen
ist.

Wir werfen einen weiteren Blick zuriick und betrachten die stetige Abbildung n: F —
E/F. Dies erinnert daran, wie wir uns schon kurz nach der Definition normierter Rdume
fiir stetige lineare Abbildungen fasziniert haben. Immerhin hatten sie die eindrucksvolle
Eigenschaft, bereits stetig zu sein, wenn sie nur in Null stetig waren. Tatséchlich bleibt
diese Aussage in topologischen Vektorrdumen erhalten.

Satz 1.17. FEs seien E und F' topologische Vektorraume und T: E — F linear. Dann ist
T genau dann stetig, wenn T stetig in Null ist.

Beweis. Ist irgendein x € E gegeben und V > Tz eine Umgebung des Bildpunktes in F
so ist V' — Tz eine Nullumgebung in F' und wir finden eine Nullumgebung U in E mit
T(U) C V—=Tz. Dann ist jedoch x+U eine Umgebung von xz mit T(x+U) = Tz+T(U) C
V. O]

Auch koénnen wir Beschrianktheit in topologischen Vektorrdumen E definieren: Eine Teil-
menge A C E heifit beschrinkt, falls fir jede Nullumgebung U ein A > 0 mit A C \U
existiert. Eine lineare Abbildung, welche beschrinkte Mengen auf beschridnkte Mengen
abbildet, heiffit dann auch beschrinkt.

Nun ist jedoch Vorsicht geboten: Ist X beispielsweise ein unendlichdimensionaler Banach-
Raum, so ist die Identitét (X, o (X, X*)) — (X, ||-||) zwar beschrénkt, aber offenbar nicht
stetig. Die Beschrénktheit der Abbildung ldsst sich dabei aus dem Satz von Banach-
Steinhaus folgern: Ist A C X schwach beschriankt, so bedeutet dies gerade, dass x*A
fiir alle * € X* beschréinkt ist.

Doch zumindest die andere Implikation bleibt richtig.

Ubungsaufgabe 1.7. Zeige, dass stetige lineare Abbildungen zwischen topologischen
Vektorrdumen beschriankt sind.

Zum Abschluss unseres ersten Kapitels beschéftigen wir uns mit endlichdimensionalen
Réumen. Betrachten wir Hilbert-Raume, so stellen wir fest, dass sie alle isomorph (sogar
isometrisch isomorph) sind. Begniigen wir uns mit Normen, so stellen wir fest, dass sich im
Unendlichdimensionalen verschiedene Banach-Réume finden lassen, im Endlichdimensio-
nalen aber alle Normen &quivalent sind. Jetzt haben wir eine noch allgemeinere Struktur
auf Vektorrdumen und fragen uns, ob nun endlich die endlichdimensionalen Vektorraume
interessant werden. Die Antwort lautet: Nein, sie sind immer noch langweilig.

Satz 1.18. Fiir n € N ist jeder n-dimensionale hausdorffsche topologische Vektorraum
isomorph zu K™ (mit der Standardtopologie).

7 Topologische Vektorrdume und Distributionen
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Dabei ist ,,isomorph® in der Kategorie der topologischen Vektorraume zu verstehen: Ein
Isomorphismus ist darin ein linearer Homéomorphismus. Den Beweis dieses Satzes wollen
wir induktiv fithren und verfrachten den Induktionsanfang in ein eigenes Lemma.

Lemma 1.19. Ist E ein eindimensionaler hausdorffscher topologischer Vektorraum und
xo € E von Null verschieden, so ist

K—=FE, A= Axp
etn Isomorphismus.

Beweis. Offenbar ist diese Abbildung auch ohne die Hausdorff-Eigenschaft stetig und ein
algebraischer Isomorphismus. Nur die Stetigkeit der Umkehrfunktion Azg — A bleibt zu
zeigen. Wir haben bereits gesehen, dass wir nur die Stetigkeit in Null zu untersuchen
brauchen. Dazu sei 0 < ¢ < 1 gegeben und wir wihlen Ao € K mit 0 < |Ag| < &. Nun
nutzen wir die Hausdorff-Eigenschaft von E, um eine balancierte Nullumgebung V zu
finden, welche Aoz nicht enthélt. Ist A € K so gewéhlt, dass Axg € V, so muss |A| < ¢
gelten, da V' balanciert ist. Das Bild von V ist also in (—¢, €) enthalten. O

Wir zeigen nun den obigen Satz fiir alle n € N, nicht nur fiir n = 1.

Beweis von Satz 1.18. Der Induktionsanfang ist bereits getan. Ist hingegen {z1,...,2,}
eine Basis unseres topologischen Vektorraums F, so sei F' := span{zy,...,x,} nach Induk-
tionsvoraussetzung isomorph zu K”~!. Dessen Vollstindigkeit iibertrigt sich damit auf F.
Da E hausdorffsch ist, ist F' auch abgeschlossen und E/F ist wieder hausdorffsch. Aufler-
dem hat E/F die Dimension Eins, ist nach obigem Lemma also isomorph zu K. Gleiches
gilt fiir span{z,} und wir erhalten

E=F®span{z,} 2 K" 'K =K".

Die Isomorphie von E/F zu span{z,} brauchten wir, damit
E = F @ span{z,}

nicht nur eine algebraische direkte Summe, sondern auch eine topologische ist.

Falls dieser Begriff nicht klar ist, folgt eine kurze Erlduterung: Sind F; und F> topologische
Vektorrdume, so ist F := F} @ F> der topologische Vektorraum mit der Produkttopologie.
Man zeigt leicht, dass eine algebraische direkte Summe FE = F} + F, genau dann auch eine
topologische ist, wenn die Projektionen auf F; und F5 stetig sind. Ist eine stetig, so auch
die andere (man bilde die Differenz mit der Identitét).

Korollar 1.20. Stetige lineare Funktionale (aufer dem Nullfunktional) auf topologischen
Vektorraumen sind offen.

Beweis. Wir bezeichnen den Raum mit E und das Funktional mit f. Dann ist die Projek-
tion E — FE/ker f offen. Diese konnen wir jedoch mit f identifizieren. O

Topologische Vektorrdume und Distributionen 8
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2 Lokalkonvexe Raume

Wir gelangen nun zur wohl wichtigsten Klasse topologischer Vektorraume: Zu den lokal-
konvexen topologischen Vektorrdumen.

Definition 2.1. Ein topologischer Vektorraum heifit lokalkonvez, falls er eine Nullum-
gebungsbasis aus konvexen Mengen besitzt, falls also jede Nullumgebung eine konvexe
Nullumgebung enthélt.

Leider ist der Begriff ,lokalkonvexer topologischer Vektorraum® sehr lang, weshalb wir
ihn wie bereits in der Uberschrift mit ,lokalkonvexer Raum* abkiirzen — #hnlich wie wir
,hormierter Raum“ statt ,normierter Vektorraum® sagen.

Nach dieser Begriffsklarung wollen wir natiirlich Beispiele sehen. Aber die kennen wir
schon!

Satz 2.2. Sind die Mengen des Systems i aus Satz 1.5 sogar konvex, so wird nicht nur
ein topologischer Vektorraum, sondern sogar ein lokalkonvexer Raum erzeugt.

Beweis. Klar — Schnitte konvexer Mengen sind konvex. O

Damit erkennen wir leicht, dass die normierte Rdume mit der schwachen Topologie (Bei-
spiel 1.6) und die Rdume C(Q) stetiger Funktionen auf  (fiir offenes 2 C R™) und 2(K)
glatter Funktionen mit Trager in K (fir kompaktes K C R"™) aus Beispielen 1.7 und 1.8
auch Beispiele fiir lokalkonvexe Rdume sind. Und natiirlich ist auch jeder normierte Raum
konvex. In Beispiel 1.3 sind uns jedoch bereits die LP-Raume fiir 0 < p < 1 begegnet,
welche nicht lokalkonvex sind. Dass diese tatsédchlich nicht lokalkonvex sind, werden wir
spater mithilfe des Satzes von Hahn-Banach leicht einsehen kénnen.

Doch zuriick zur obigen Adaption von Satz 1.5. Wir stellen ndmlich fest, dass wir auf eine
Voraussetzung verzichten koénnen:

Satz 2.3. Ein System absorbierender, balancierter und konvexer Mengen auf einem Vek-
torraum E induziert eine eindeutige lokalkonvexe Topologie auf E.

Beweis und Erklirung. Ein System i wie wir es bisher benutzt haben, erhalten wir aus
allen Mengen AV, A > 0, wobei V eine der gegebenen Mengen ist. Da V' némlich konvex
ist, gilt per Definition der Konvexitéat %V + %V C V. Die Menge U := %V erfillt also
U+ U C V und ist von der Form AV, womit wir Satz 2.2 anwenden kdnnen. O

Beispiel 2.4. In einem normierten Raum geniigt die Einheitskugel als absorbierende, ba-
lancierte und konvexe Menge.

Beispiel 2.5. Was C(Q) betrifft, so ist fiir ¢, A > 0 und kompaktes K C 2

)\{f € C(Q):sup|f(z)| < s} = {f € C(Q):sup|f(z)| < )\s} ,

zeK zeK

weshalb wir uns mit Mengen der Form

{f € C(Q) : sup|f(z)| < 1}

zeK

begniigen koénnen.
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Beispiel 2.6. Analog bendtigen wir zur Erzeugung der Topologie auf 2(K) nur Mengen
der Form

{f € Z(K) : sup| D f(x)| < 1} ;

rzeK
a e N",

All diese Beispiele haben etwas gemeinsam: Die Abbildungen
x|z x|
fiir Elemente z* des Dualraums eines normierten Raumes,

[ sup|f(z)]

zeK

fiir kompaktes K bzw.

[ sup|Df(x)|
zeK

fir o € N (und gegebenes K) sind Halbnormen.

Erinnerung: Eine Halbnorm ist definiert wie eine Norm; nur die positive Definitheit fordern
wir nicht.

Definition 2.7. Ist E ein Vektorraum, so heifit ¢: E — [0, 00) eine Halbnorm, falls fiir
alle z,y € E die Dreiecksungleichung ¢(x +vy) < q(z) + ¢(y) gilt und fiir z € F und A € K
auBlerdem g(Azx) = |\|g(x) gilt (womit ¢(0) = 0 erhalten bleibt).

Auf einem normierten Raum X kénnen wir fir z* € X* z.B. ¢,+ als die Halbnorm
x — |r¥ x|

definieren. Die schwache Topologie erzeugen wir nun mithilfe dieser Halbnormen, indem
wir die balancierten, absorbierenden und konvexen Mengen

{z € X :qpm(z) <1}

verwenden. Betrachten wir nun C(Q) fir ein natiirlich offenes Q@ C R™, so definieren wir
fiir kompaktes K C ) die Halbnorm

qi: f > sup|f(x)].
zeK
Wie wir damit die lokalkonvexe Topologie auf C(2) erzeugen, brauchen wir gar nicht
mehr zu erwiahnen. Fiir 2(K) merken wir sogar nur noch an, dass wir hier die Familie der
Halbnormen durch N” indizieren.

Wir haben also endlich die Idee, wie wir eine lokalkonvexe Topologie durch eine Familie
von Halbnormen erzeugen.

Satz 2.8. Ist eine Familie (q;)ic; von Halbnormen auf einem Vektorraum E gegeben, so
induziert diese eine lokalkonvexe Topologie auf E, indem wir Satz 2.5 auf die durch I
indizierte Familie von Mengen

{r € E:qi(z) <1},

1 € I, anwenden.
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Korollar 2.9. Fine Nullumgebungsbasis in einer so erzeugten Topologie ist durch Mengen
der Form
{zxeE:q(x)<e,....q,(z) <e}

gegeben, wobei € > 0 und i1,...,i, € 1.

Mit der vor Satz 1.5 erwdhnten Umkehrung selbigen Satzes und Minkowski-Funktionalen
liefle sich zeigen, dass sogar jede lokalkonvexe Topologie durch Halbnormen erzeugt werden
kann. Wir wollen dies hier nur skizzieren, da wir bereits die eben genannte Aussage nicht
bewiesen haben.

Ein Minkowski-Funktional ist jedenfalls einer Menge A C F eine Vektorraums E zugeord-
net. Wir nennen es dann p4 und definieren es durch

pa: E—[0,00], x—inf{A >0:2 € \A}.

Dabei verwenden wir die géngige Konvention, das Infimum der leeren Menge unendlich
sein zu lassen: inf ) = co. Wir machen nun einige Beobachtungen fiir dieses Minkowski-
Funktional zu A C E:

o Fir A > 0ist pa(Ax) = Aua(z).
o Ist 0 € A, soist ua(0) =0.
o Ist A absorbierend, so ist p14 stets endlich, d.h. bildet nach [0, c0) ab.

o Ist A balanciert, so ist pa(Ax) = [Apa(x) fir alle A € K.

Ein wenig Rechnerei zeigt auch, dass p 4 subadditiv ist, falls A absorbierend und konvex ist.
Das Minkowski-Funktional einer absorbierenden, balancierten und konvexen Menge ist also
eine Halbnorm. Haben wir nun einen lokalkonvexen Raum E und ein System von Mengen
V', welches die lokalkonvexe Topologie im Sinne von Satz 2.3 erzeugt, so ist diese Topologie
auch durch die Familie von Halbnormen py erzeugt. Die Details dieser Behauptung sind in
ihrer Ausfiihrung zwar nicht erschreckend lang, aber doch lang genug, um uns zu viel Zeit
zu rauben (immerhin interessieren wir uns mehr dafiir, dass wir lokalkonvexe Topologien
durch Halbnormen angeben kénnen). Nachzulesen sind sie beispielsweise in | | oder
in jedem anderen Buch iiber topologische Vektorrdaume bzw. lokalkonvexe Raume.

Ubungsaufgabe 2.1. Es sei E ein lokalkonvexer Raum und (g;);c; eine die Topologie
erzeugende Familie von Halbnormen. Zeige, dass E genau dann hausdorffsch ist, falls es
fir jedes x € E ein i € I mit ¢;(x) # 0 gibt.

Tatsédchlich ist dies bereits alles, was wir an dieser Stelle allgemein {iber lokalkonvexe
Réaume aussagen mochten. Stattdessen fithren wir einige Beispiele an.

Beispiel 2.10. Es sei Q C R” offen und k € N. Wir fiihren auf C*(Q) eine Topologie ein,
indem wir fir kompaktes K C 2 und o € N” mit |a| < k die Halbnorm

4x.a(f) = sup|D*f(z)],
zeK
f € C*(Q), definieren. Fiir k = 0 erhalten wir die Topologie von C(£2) wieder. Analog
wird C*°(2) zum lokalkonvexen Raum, indem wir av € N™ beliebig wéhlen und nicht mehr
durch |a| < k einschréinken.
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Beispiel 2.11 (Schwartz-Raum). Es sei .#(R") der Raum aller glatten Funktionen f: R™ —
K, so dass f und alle Ableitungen von f ,,schnell fallen®. Dies bedeutet: Fiir jedes oo € N™
und jedes m € N gelte

lim |(1+ [2[)™ D(2)| = 0.
|z|—o00
Auf diesem Raum konnen wir fir m € N und o € N" die Halbnorm

Qm,a(f) = Sup
reR”™

(14 [2)"D(a)|

einfithren. Der so entstehende lokalkonvexe Raum . (R"™) heifit Schwartz-Raum.

Beispiel 2.12. Ist ‘H ein Hilbert-Raum, so werden wir nun neun verschiedene Topologien
auf dem Operatorraum L(#H) angeben. Einige lassen sich auch fir L(X,Y) definieren,
wenn X und Y Banach-Rdume sind. Dies ist in den meisten Féllen offensichtlich, weshalb
wir uns von Anfang an auf Hilbert-Rdume beschréanken.

1. Die Normtopologie ist die durch die Operatornorm erzeugte Topologie, mit welcher
L(H) zum Banach-Raum wird.

2. Die schwache (Banach-Raum-)Topologie ist diejenige, welche L(H) wie jeder andere
Banach-Raum als schwache Topologie besitzt.

3. Die starke Operatortopologie (SOT) ist diejenige lokalkonvexe Topologie, welche durch
die Halbnormen
@(T) := ||Tz|,

T € L(H), fir = € H gegeben ist. Gelegentlich wird diese auch als starke Topologie
bezeichnet.

4. Die schwache Operatortopologie (WOT) ist durch die Halbnormen

quy(T) = |<T{E7 y>’ )
T € L(H), fir z,y € H gegeben. Sie wird oft auch als schwache Topologie bezeichnet.

5. Ist nun (z,) C H eine Folge mit 3|z, ||? < oo, so setzen wir

Gan)(T) = (ZIIT%II?)% :

T € L(H). Die so definierte Familie von Halbnormen erzeugt die ultrastarke Topologie.

6. Sind (), (yn) C H zwei Folgen mit 3|z, ||? < co und 3||y.||? < oo, so ist

Uwn) () (T) =Y H Tz, yn)|

T € L(H), eine Halbnorm und die so definierte Familie von Halbnormen erzeugt die
ultraschwache Topologie.

7. Fir x € ‘H definieren wir die Halbnorm
qz(T) = || T + | T"z]| ,

T € L(H), und erzeugen dami die starke® Topologie. Man beachte, dass ein Analogon
der schwachen (Operator-)Topologie unnétig ist.
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8. Man kann nun leicht die Definition der ultrastarken® Topologie erraten. Fir (x,) C H
mit 3|z, | definieren wir unsere Halbnorm durch

U (@) = (S (T2 + [T2a2)

9. Zu guter letzt wollen wir noch die Mackey-Topologie erwahnen. Dies ist gerade die
feinste lokalkonvexe Topologie auf L(#), so dass ein lineares Funktional L(H) — K
genau dann stetig ist, wenn es beziiglich der ultraschwachen Topologie stetig ist.

Wir verdeutlichen den Zusammenhang dieser Topologien in einem Diagramm — ein Pfeil
von einer Topologie zu einer anderen bedeutet, dass die Topologie am Pfeilanfang feiner
ist.

Norm-

/

schwache
(als Banach-Raum) Mackey

ultrastarke®

T

ultrastarke starke*

/ SOT /

ultraschwache

/

\

\/

wOT

Bemerkung 2.13. Man kann den Operatorraum L(#) als Dualraum eines Raums von so-
genannten Spurklasse- bzw. nuklearen Operatoren auffassen (und dieser Priadualraum ist
eindeutig). Die ultraschwache Topologie ist dann gerade die schwache* Topologie auf dem
Dualraum L(H). Allgemeiner ist fir zwei Banach-Rédume X und Y ibrigens der Opera-
torraum L(X,Y*) der Dualraum des projektiven Tensorprodukts X®,Y (sieche Skript zur
Banachraum-Theorie).

Beispiel 2.14. Ist © € C" offen, so kénnen wir natiirlich C'(2) analog zum Fall reel-
ler Variablen definieren. Nun sei aber aulerdem H(€2) der Unterraum aller holomorphen
Funktionen © — C. Die lokalkonvexe Topologie auf H(2) ist wie bei Unterrdumen zu
erwarten durch die Unterraumtopologie gegeben (wobei letzterer ,,Unterraum* im topolo-
gischen Sinne gemeint ist). Insbesondere verwenden wir auf H (2) die gleichen Halbnormen
wie auf C(€2). Die kompakte Konvergenz, welche diese lokalkonvexe Topologie beschreibt,
ist ggf. auch schon aus der Funktionentheorie bekannt.

Bevor wir zum wichtigen Beispiel des Raums von Testfunktionen kommen, beschaftigen
wir uns mit der Metrisierbarkeit von lokalkonvexen Rdumen. Nachdem wir ndmlich wissen,
dass Folgen im allgemeinen nicht geniigen, um eine Topologie zu beschreiben, wiinschen
wir uns Topologien, in welchen sie doch ausreichen. Dies wiederum sind metrisierbare
Topologien — in metrisierbaren topologischen Rdumen koénnen wir die Folgencharakteri-
sierungen topologischer Begriffe verwenden, die wir aus metrischen Rdumen kennen. Und
noch besser gefillt es uns, wenn alle Cauchy-Folgen konvergieren.
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Definition 2.15. Ein lokalkonvexer Raum, dessen Topologie durch eine vollstandige
translationsinvariante Metrik induziert werden kann, heifit Fréchet-Raum.

Obwohl Vollstédndigkeit eigentlich eine Eigenschaft der Metrik ist, ist sie fiir topologische
Vektorrdume nur von der Topologie abhéngig.

Bemerkung 2.16. Sind zwei translationsinvariante Metriken auf einem topologischen Vek-
torraum gegeben (welche die gegebene Topologie induzieren), so ist die eine genau dann
vollstdndig, wenn die andere vollstéandig ist.

Grund dafiir ist, dass wir bereits in topologischen Vektorrdumen einen Cauchy-Folgen-
Begriff haben. Dieser stimmt mit dem Cauchy-Folgen-Begriff jeder Metrisierung iiberein.

Die Frage, wann ein hausdorffscher lokalkonvexer Raum metrisierbar ist, lasst sich er-
staunlich einfach beantworten: Wenn seine Topologie durch abzdhlbar viele Halbnormen
erzeugt wird. Tatséichlich ist dies sogar eine Aquivalenz, wir bendtigen aber wieder nur
eine Richtung.

Satz 2.17. Ist E ein lokalkonvexer Vektorraum mit der Hausdorff-Eigenschaft und (qn)neN
eine abzdhlbare Familie von Halbnormen, welche die Topologie erzeugen, so ist

d(z,y) = %2—”% , (2.1)

x,y € E, eine translationsinvariante Metrik auf E, welche ebenfalls die lokalkonvexe To-
pologie erzeugt.

Beweis. Haben wir Halbnormen g, so ist durch ¢, (x — y) offenbar eine Halbmetrik defi-
niert. Um Definitheit zu erhalten, wollen wir alle g, (x — y) aufsummieren und hoffen, dass
fiir  # y niemals alle Summanden Null werden. Dies ist durch die Hausdorff-Eigenschaft
sichergestellt — sieche auch Ubungsaufgabe 2.1. Diese Summe sollte aber auch tatséchlich
konvergieren. Da die Halbnormen beliebig grofl werden kénnen, ist dies zunéchst nicht
garantiert. Wir kénnen die Halbmetrik ¢,(x — y) aber durch die bekanntlich &dquivalente

und durch Eins beschrankte Halbmetrik % ersetzen. Nun haben wir Summanden
in [0, 1]. Um Konvergenz zu erhalten, bilden wir die Konvexe Reihe mit Vorfaktoren 27".
Die Halbmetrik-Eigenschaften bleiben erhalten und da E hausdorffsch ist, kommt die De-

finitheit hinzu. Unser d ist also tatsachlich eine Metrik.

Zu zeigen bleibt, dass tatséchlich dieselbe Topologie induziert wird. Mochten wir also
gn(x) klein haben (x in einer durch g, definierten Nullumgebung finden), so kénnen wir

dies durch eine Schranke fiir d(z,0) erhalten, denn es ist d(x,0) > 2~ ”li"( ()) Damit
enthélt jede Nullumgebung der lokalkonvexen Topologie von E eine Umgebung beziiglich
der Metrik. Wollen wir umgekehrt d(z,0) klein kriegen, so fordern wir von den ersten
Summanden aus (2.1) klein zu sein — wéhlen eine Nullumgebung, die durch ¢i, ..., gn,
definiert wird. Dabei sei ng grofl genug, dass die restlichen Terme, welche sich héchstens
noch zu 27" aufsummieren, klein genug ist. So haben wir eine Nullumgebung beziiglich
der Halbnormen gefunden, welche in einer gegeben Nullumgebung der Metrik enthalten

ist.

Da die angegebene Metrik offenbar translationsinvariant ist, geniigt dies bereits. O

Wir wollen nun herausfinden, ob die bisher eingefiihrten lokalkonvexen R&ume sogar
Fréchet-Raume sind. Dazu werden wir das folgende Lemma bend&tigen.
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Lemma 2.18. Ist M ein zweitabzdhlbarer lokalkompakter Raum, so existiert eine Folge
(Kyn) kompakter Mengen K, C M mit

M= ] Kn
meN

und K, C Iofm_H fiir alle m € N. Wir sagen, dass (K,,) die Menge M ausschopft.

Beweis. Die Voraussetzungen liefern eine abzéhlbare Uberdeckung von M durch kompakte
Mengen K. Wir kénnen z. B. Ky := K setzen und die restlichen K, induktiv definieren.
Dazu fiigen wir zu K, einige der K/ hinzu, um eine Umgebung des Randes 0K, zu
erhalten. Da dieser Rand kompakt ist, geniigen dazu endlich viele, und die entstehende
Menge ist offenbar kompakt und hat K, in ihrem Innern. O

Bemerkung 2.19. Fiir offenes M =  C K™ kénnen wir auch direkt
1
Ky, = {x € Q:dist(x,Q%) > —, |z| < m}
m

setzen. Obiger intrinsischer Beweis erlaubt jedoch z. B. eine Verallgemeinerung auf Man-
nigfaltigkeiten.

Beispiel 2.20. Betrachten wir 2 C K" mit einer ausschépfen Folge (K,;,) kompakter Men-
gen, so wird die lokalkonvexe Topologie auf C(Q2) bereits durch die Halbnormen g,
erzeugt. Jede kompakte Menge K C Q ist ndmlich in einem K, enthalten.

Insbesondere ist C'(€2) metrisierbar.

Analog zeigt man die Metrisierbarkeit von C¥(Q), k = 1,..., 00, und H(Q). Auf .7 (R")
und Z(K) haben wir ohnehin bereits nur abzéhlbar viele Halbnormen definiert.

Beispiel 2.21. Auch der Raum LP(0,1) fiir 0 < p < 1 ist metrisierbar, aber (wie noch zu
zeigen ist) nicht lokalkonvex.

Beispiel 2.22. Die schwache Topologie auf einem Banach-Raum, die schwache* Topologie
auf einem Dualraum und die Operatortopologien (bis auf die Normtopologie) sind im
Unendlichdimensionalen nicht metrisierbar.

Haben wir nun einen metrisierbaren lokalkonvexen Raum gegeben und wollen ihn auf
Vollstandigkeit iiberpriifen, so miissen wir nur Folgenvollstandigkeit nachweisen.

Ubungsaufgabe 2.2. Zeige, dass C*(Q),k = 0,..., 00, .7(R"), 2(K) und H(Q) Fréchet-
Riume sind.® Nutze fiir H(2) den Satz von Weierstraf iiber kompakte Konvergenz von
Folgen holomorpher Funktionen (falls er bekannt ist).

Wir stehen jetzt kurz davor, unseren Raum 2(£2) von Testfunktionen zu definieren. Dazu
fiihren wir nur noch eine neue Methode ein, lokalkonvexe Vektorrdume zu konstruieren.

Definition 2.23. Es sei E ein Vektorraum und (E,,) eine Folge lokalkonvexer Réume,
wobei E,, topologischer Untervektorraum von F, 11 sei (E, C F,4+1) und

E=|]JE,.
neN

Statten wir £ mit der feinsten lokalkonvexen Topologie aus, unter der alle Einbettungen
FE, — FE stetig sind, so nennen wir diesen lokalkonvexen Raum den induktiven Limes der
Folge (E,). Ein induktiver Limes von Fréchet-Raumen heit LF-Raum.

3Mit den {iblichen Definitionen von Q und K fiir solche Ridume und natiirlich fiir n € N.
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Bemerkung 2.24. Eine Nullumgebungsbasis in dieser Topologie auf F ist folgendermafien
gegeben: Eine konvexe Menge V C FE ist eine Nullumgebung in FE, falls jeder Schnitt
V N E, eine Nullumgebung in F,, ist.

Tatséchlich sind die Einbettungen F, — F sogar Isomorphismen auf ihr Bild, weshalb wir
FE,, als Unterraum von E sehen konnen. Um dies zu zeigen, benotigen wir erst ein Lemma.

Lemma 2.25. Es sei E ein lokalkonvexer Raum, F' C E ein Unterraum und V eine
konveze Nullumgebung in F'. Dann gibt es eine konvere Nullumgebung U in E, so dass

V=UNF.

Beweis. Nach der Definition der Unterraumtopologie finden wir zunéchst eine konvexe
Nullumgebung W in E mit W N F C V. Die gesuchte Menge U wird die konvexe Hiille
von V U W sein. Als Obermenge von W ist dies tatséchlich eine konvexe Nullumgebung
in F und da F konvex ist, ist U N F' die konvexe Hiille von (VUW)NF =V. O

Satz 2.26. Ist E induktiver Limes der Folge (E,) lokalkonvexer Riume, so ist fir jedes
n € N die Finbettung E, — FE ein Isomorphismus auf ihr Bild.

Beweis. Wir wollen also zeigen, dass die von F auf E,, induzierte Unterraumtopologie mit
der auf F, urspriinglich gegebenen iibereinstimmt. Da F, < E bereits stetig ist, bleibt
zu zeigen, dass die auf F, induzierte Topologie feiner als die bereits vorhandene ist. In
letzterer sei dazu V), eine Nullumgebung in E,, (wir wollen zeigen, dass diese auch in der
Unterraumtopologie eine Nullumgebung ist). Durch Induktion und obiges Lemma finden
wir konvexe Nullumgebungen V4 in By, K € N, mit V1, C Vyjper und Vi nNE, =V,
fiir alle k. Dann setzen wir
Vi=|J Ve CE.
keN

Mit dieser Konstruktion ist V' konvex und Schnitte von V mit den E}, sind Nullumgebungen
im jeweiligen Raum F,,. Nach Definition der Topologie auf F ist V also eine Nullumgebung
in E. Wir haben also eine konvexe Nullumgebung V in FE, deren Schnitt mit E, gerade
V,, ist. Damit ist V,, auch beziiglich der Unterraumtopologie eine konvexe Nullumgebung
in F. ]

Auflerdem machen wir eine Feststellung tiber die Stetigkeit von linearen Operatoren auf
LF-R&umen.

Satz 2.27. Ist E induktiver Limes der Folge (E,,) lokalkonvexer Riume, F ein weiterer
lokalkonvexer Raum und T: E — F ein linearer Operator, so ist T genau dann stetig,
wenn die Einschrankungen von T auf die Riume E,, stetig sind.

Beweis. Ist T stetig, so ist klar, dass auch die Einschriankungen stetig sind. Umgekehrt
sei jede Einschrankung T'|g, : E, — F stetig. Ist nun V' C F eine konvexe Nullumgebung,
so wollen wir zeigen, dass auch T~!(V) eine konvexe Nullumgebung in E ist. Dazu ist
(T|g,) Y (V) = T7Y(V)NE, eine konvexe Nullumgebung in FE,, und mit der Definition der
Topologie auf E folgt die gewiinschte Aussage (denn 7~1(V) ist natiirlich konvex). O

Nun endlich definieren wir Raume von Testfunktionen.

Definition 2.28. Ist 2 C R”™ offen, so sei (K,,) eine ausschopfende Folge kompakter
Mengen K, C Q) (siehe Lemma 2.18). Wir definieren Z(Q) als den induktiven Limes von
P(K,,) und nennen ihn den Raum der Testfunktionen auf Q.
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2 Lokalkonvexe Rdume

Bemerkung 2.29. Eine Folge von Funktionen f,, € 2(Q) konvergiert genau dann gegen
f€2Q)in 2(Q), falls es ein Kompaktum K C Q mit supp f,, C K fiir alle n € N gibt,
so dass f, — f in Z(K). Insbesondere ist auch supp f C K.

Nachdem wir also Z(Q2) eingefithrt haben, konnen wir bereits Distributionen definieren.
Unter einer Distribution wollen wir ndmlich ein stetiges lineares Funktional auf dem Raum
der Testfunktionen verstehen. Wie im Falle normierter Rdume nennen wir den Raum
solcher Funktionale den Dualraum, welchen wir im folgenden Kapitel ndher betrachten
wollen.

17 Topologische Vektorrdume und Distributionen
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3 Dualraume und der Satz von Hahn-Banach

Das Kernstiick dieses Kapitels wird der Satz von Hahn-Banach sein, dessen analytische
Formulierung bereits aus der Funktionalanalysis 1 bekannt ist:

Satz 3.1 (Hahn-Banach, analytische Version). Es sei E ein Vektorraum, F C E ein
Unterraum, p ein sublineares Funktional auf E und f: F — K ein lineares Funktional auf
F mit |f(x)| < p(x) fir alle x € F. Dann gibt es eine Fortsetzung f: E — K von f auf
ganz E (also f|p = f), so dass | f(x)| < p(z) fir alle x € E gilt.

Wir erinnern uns, dass daraus die Existenz stetiger linearer Funktionale auf Banach-
Réaumen mit gewissen Eigenschaften gefolgert wurde. Etwas dhnliches wollen wir nun fiir
topologische Vektorrdume erarbeiten. Dazu fithren wir zunédchst den Begriff des Dualraums
ein.

Definition 3.2. Ist F ein topologischer Vektorraum, so nennen wir den Vektorraum E’
aller stetigen linearen Funktionale £ — K den Dualraum von FE.

Wir werden uns spéater auch mit Topologien auf dem Dualraum beschéftigen.
Beispiel 3.3. Ist E = LP(0,1) fiir 0 < p < 1, so ist E' = {0}.

Die Kerne linearer Funktionale, lineare Hyperebenen, werden fiir uns auch von Interesse
sein.

Definition 3.4. Es sei F ein Vektorraum. Eine Teilmenge der Form x¢g+ M, wobei g € E
und M ein maximaler echter Unterraum von F ist, heifit Hyperebene in E.
Dies sind wie gesagt gerade Translationen von Kernen linearer Funktionale.

Lemma 3.5. Fine Teilmenge M C FE ist genau dann ein maximaler echter Unterraum,
falls M der Kern ker f eines nichttrivialen linearen Funkionals f ist.

Beweis. Ist ein lineares Funktional f gegeben und xg ¢ ker f, so ist bekanntlich E =
ker f 4 span{xz(}, womit ker f offenbar ein maximaler Unterraum ist.

Umgekehrt sei M ein maximaler Unterraum und xo ¢ M, so dass E = M +span{xo}. Wir
kénnen also jedes x € E in der Form x = m + Azg, m € M, X € K, schreiben und lineares
Funktional iiber m + Azg +— A definieren. ]

Wir erinnern uns nun daran, dass Abschliisse von Unterrdumen in topologischen Vektor-
rdumen wieder Unterrdume sind und wenden dies auf maximale Unterrdume an.

Korollar 3.6. Hyperebenen in topologischen Vektorrdumen sind entweder abgeschlossen
oder dicht.

Die abgeschlossenen Hyperebenen assoziieren wir mit den stetigen linearen Funktionalen.
Lemma 3.7. Es sei E ein topologischer Vektorraum. Der Kern ker f eines linearen Funk-

tional ist genau dann abgeschlossen, wenn f stetig ist.

Beweis. Ist ker f abgeschlossen, so ist E/ ker f eindimensional und hausdorffsch. Ist zg € F
mit f(zg) = 1, so ist nach Lemma 1.19 die Abbildung

g: E/ker f — K, Axg+ker f — A

ein Isomorphismus. Bezeichnen wir mit 7: £ — E/F die kanonische Projektion, so ist
jedoch f=gom. O
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3 Dualrdume und der Satz von Hahn-Banach

Wir geben nun ein Kriterium fiir die Stetigkeit eines linearen Funktionals an und kommen
damit gleichzeitig dem Satz von Hahn-Banach néher.

Lemma 3.8. FEs sei E ein topologischer Vektorraum, p eine stetige Halbnorm auf E. Ist
nun f ein lineares Funktional auf E mit f < p (punktweise), so ist f bereits stetig.

Beweis. Ist (z;)ic; C E ein gegen Null konvergentes Netz, so folgt p(x;) — 0, also auch
f(acz) — 0. ]

Wir erinnern nur noch an die Minkowski-Funktionale, welche wir vor Beispiel 2.10 ken-
nengelernt haben.

Lemma 3.9. Es sei E' ein topologischer Vektorraum, p ein stetiges sublineares Funktional
auf E. Ist nun f ein lineares Funktional auf E mit f < p (punktweise), so ist f bereits
stetig.

Beweis. Man wahle eine absorbierende, balancierte, konvexe Nullumgebung, welche Teil-
menge von {x € E : p(xr) < 1} ist (dies ist moglich, da letztere Menge eine konvexe
Nullumgebung ist). Bezeichnen wir mit ¢ das Minkowski-Funktional dieser Umgebung, so
ist ¢ eine Halbnorm mit p < ¢ und wir kénnen das vorige Lemma anwenden. O

Endlich gelangen wir nun zum Satz von Hahn-Banach.

Satz 3.10 (Hahn-Banach, geometrische Version). Es sei E ein topologischer Vektorraum,
K C FE cine offene, nichtleere und konvexe Menge und M C E ein affiner Unterraum mit
KN M = (. Dann existiert eine abgeschlossene Hyperebene H C, welche M enthdlt, aber
keinen Punkt von K.

Wir geben den Beweis zunéchst nur fiir K = R.

Beweis. Durch Translation kénnen wir o. B.d. A. annehmen, dass M ein Unterraum ist,
d.h. 0 € M. Da K offen und konvex ist, ist fiir z9 € K das Minkowski-Funktion p := px_4,
von K — x¢ ein nichtnegatives sublineares Funktional. Weiter ist

K=xy+{recFE:plx)<l}={ze€FE:plx—ux) <1},

womit p insbesondere stetig ist. AuBerdem ist p(m—x¢) > 1 fiir allem € M, da KNM = (.

Da wir jedes z € E als x = Azg + m mit A € R und m € M darstellen kénnen, ist mit
f(Azg +m) ==X

ein lineares Funktional f auf M + span{z(} gegeben. Unser Ziel ist nun klar: Wir zeigen
f < pund wenden die analytische Version des Satzes von Hahn-Banach an.

Zeigen wir also f < p, wozu wir A € R und m € M wéhlen. Zundchst bemerken wir fir
A>0
fQxog+m)=-=-X<0<pAxog+m).

Fiir A < 0 bemerken wir —%§ € M, also p (—§ — z¢) > 1, womit wir

fAzg+m)=—-A<=\p (—ZL — x0> = p(m + Azo)

erhalten. Es ist also tatsdchlich f < p und nach der analytischen Version 3.1 des Satzes
von Hahn-Banach kénnen wir f zu f auf E fortsetzen und behalten die Eigenschaft f < p.
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3 Dualrdume und der Satz von Hahn-Banach

Nun ist f nach Lemma 3.9 stetig und H := ker f ist tatséchlich eine abgschlossene Hy-
perebene, welche M enthélt. Es bleibt ker f N K = () zu zeigen. Ist jedoch z € ker f, so
erhalten wir

1= —f(z0) = f(z — z0) < p(z — z0),
also z ¢ K.

Ist allerdings K = C, so betrachten wir £ und M zunéchst als reelle Vektorrdume und
erhalten eine reelle Hyperebene H mit H D M und H N K = (). Dann ist auch iH D iM
und wir behaupten, dass H NiH unsere gesuchte Hyperebene ist. Dazu ist blo8 noch zu
zeigen, dass dies tatsiichlich eine Hyperebene ist. Gehen wir also von H = ker f aus ( f ist
reell linear), so ist durch

g(x) = f(z) —if (i)
ein komplex lineares Funktional mit H NiH = ker g gegeben. O

Nun folgen einige Korollare.

Korollar 3.11. Es sei E ein topologischer Vektorraum, K C E offen und konvex und
M C E ein Unterraum, so dass K N M = (). Dann gibt es ein f € E', so dass f = 0 auf
M und Re f > 0 auf K.

Beweis. Wir wissen bereits, dass ein f € E' mit M C ker f und ker fNK = () existiert. Als
konvexe Menge ist K jedoch auch zusammenhinged und Re f ist stetig und reellwertig. [

Korollar 3.12. Es sei E ein lokalkonvexer Raum, M C E ein abgeschlossener Unterraum
und x ¢ M. Dann gibt es ein Funktional f € E’', welches auf M wverschwindet, aber

f(z) #0.
Beweis. Wir finden eine offene konvexe Umgebung von x, welche M nicht trifft. O

Korollar 3.13. Ist E ein lokalkonvezer Raum und x ¢ {0} C E, so gibt es ein f € E'
mit f(xz) # 0.
Korollar 3.14. Es sei E ein hausdorffscher lokalkonvexer Raum. Dann gelten folgende

Aussagen:

(i) Der Dualraum E' ist punktetrennend, d. h. fir z,y € E mit x # vy, gibt es ein f € E’
mit f(z) # f(y).

(ii) Ist x € E mit f(x) =0 fir alle f € E', so folgt x = 0.
(iii) Ist M C E ein Unterraum und x € E so, dass f(x) = 0 fir alle auf M verschwin-
denden Funktionale f € E', so folgt x € M.

Insbesondere ist der Dualraum eines nichttrivialen lokalkonvexen Raumes niemals trivial.

Beispiel 3.15. Wir sehen nun endgiiltig ein, dass LP(0, 1) fiir 0 < p < 1 nicht lokalkonvex
ist.

Die Forderung, dass sogar eine Nullumgebungsbasis aus konvexen Mengen besteht, ist
fiir die Nichttrivialitdt des Dualraums aber sogar schon zu stark. Es geniigt die Existenz
irgendeiner (nichttrivialen) konvexen Nullumgebung.

Korollar 3.16. Ein topologischer Vektorraum E hat genau dann einen nichttrivialen
Dualraum, falls er eine von E verschiedene konvexe Nullumgebung besitzt.
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3 Dualrdume und der Satz von Hahn-Banach

Beweis. Existiert eine solche Nullumgebung V', so gibt es also = ¢ V und das (nichttriviale)
lineare Funktional
span{z} — K, Az — A

wird durch das Minkowski-Funktional py von V' dominiert. Letzteres ist stetig, denn
V C ,u(/l[—l, 1] ist eine Nullumgebung. wir kénnen f also auf ganz FE fortsetzen und
erhalten ein nichttriviales Element des Dualraums.

Ist umgekehrt f € E’ nichttrivial, so ist f~!(—1,1) eine nichttriviale konvexe Nullumge-
bung. O

Wichtige Folgerungen aus unserem Satz von Hahn-Banach sind die Trennungssétze. Die-
se gibt es in Dutzenden Formulierungen, haben jedoch stets das Grundgeriist, dass fir
zwei konvexe disjunkte Teilmengen eines topologischen Vektorraumes die Existenz eines
Funktionals garantiert wird, welches die beiden Mengen ,,trennt“. Stellt man stérkere Vor-
aussetzungen an die betrachteten Mengen, so erhélt man eine stédrkere Trennung. Wir
geben zwei Formulierungen.

Satz 3.17. Es sei E ein topologischer Vektorraum, A, B C E seien zwei disjunkte konvexe
Teilmengen und A sei auflerdem offen. Dann gibt es ein f € E' und ein o € R, so dass

Re f(z) < a < Re f(y)
fir alle x € A und y € B. Ist auch B offen, so konnen wir die Ungleichung zu
Re f(z) < a < Re f(y)

verbessern.

Beweis. Die Menge

A-B=J(A-y)
yeB

ist offen und enthélt die Null nicht. Nach Korollar 3.11 finden wir ein f € E' mit f(x—y) >
0 fir alle z € A und y € B. Da f(A) sogar offen ist, erhalten wir die erste Behauptung.
Ist B offen, so auch f(B) und wir erhalten in a@ < Re f(y) echte Ungleichheit. O

Korollar 3.18. Es sei E ein topologischer Vektorraum, A, B C FE seien zwei konvezxe
Teilmengen, wobei A ein nichtleeres Inneres A hat, welches B nicht schneidet: AN B = ().
Dann gibt es ein f € E' und ein « € R, so dass

Re f(z) < a <Re f(y)
fiir allex € A und y € B.

Satz 3.19. FEs sei E ein lokalkonvexer Raum, A, B C E seien zwei disjunkte konvexe
Teilmengen, wobei A abgeschlossen und B kompakt sei. Dann gibt es ein f € E', so dass

sup f(A) < inf f(B).

Mit anderen Worten: Es gibt a < 8 € R, so dass

flz)<a<B < fly)

fiir allex € A und y € B.
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Beweisskizze. Wir zeigen die Existenz einer konvexen Nullumgebung V', so dass A +V
und B + V disjunkt sind, womit die Aussage nach Satz 3.17 folgt. Dazu wiederum finden
wir eine konvexe, balancierte und offene Nullumgebung W mit (A + W) N B = () und
wahlen V = %W Wir betrachten also das System aller konvexer, balancierter und offener
Nullumgebungen U (solche existieren, da E lokalkonvex ist) und nehmen an, dass jedes
A + U nichtleeren Schnitt mit B hat. Nun nutzen wir ein wenig Topologie: Die Mengen
(A+U) N B bilden namlich eine Filterbasis in B und die Kompaktheit von B liefert uns
einen Berithrpunkt — einen Punkt g € B, so dass jede Menge A + U C A+ 2U den Punkt
o enthéalt. Dies ist mit

we(JA+UC(A+2U0)=A=A4A
U U

ein Widerspruch, denn dann wére 2o € AN B = (. ]

Nun kennen wir also bereits einige Aussagen iiber die Existenz stetiger linearer Funktio-
nale. Wir wenden uns der Untersuchung des Dualraumes zu. Von Interesse ist etwa die
Topologisierung von E’, wobei E ein lokalkonvexer Raum ist.

Definition 3.20. Es sei E ein lokalkonvexer Raum und & (Fraktur-S) eine Familie von
Teilmengen von E. Als die &-Topologie auf E' bezeichnen wir diejenige lokalkonvexe To-
pologie auf E’, welche durch die Halbnormen

qs(x') := sup|z'z|,
€S

2’ € E', S € G, definiert ist.

Dies ist gerade die Topologie der gleichméfigen Konvergenz auf Mengen von &. Wahlen wir
S als das System aller endlichen Teilmengen von E, so erhalten wir auf E’ die Topologie
der punktweisen Konvergenz, welche auch als schwache* Topologie bekannt ist. Wahlen wir
G als das System aller beschrankten Teilmengen von E, so nennen wir die resultierende G-
Topologie auf E’ die starke Topologie auf E'. Ist E sogar ein normierter Raum, so stimmen
die hier definierte schwache und starke Topologie auf £’ mit den bekannten Definitionen
iiberein. Fiir die schwache Topologie ist dies offensichtlich; Fiir die starke Topologie ist die
zur Einheitskugel gehorige Halbnorm gerade die Norm des Dualraums.

Bemerkung 3.21. Anstelle durch Halbnormen kénnen wir die &-Topologie auch durch
Angabe der Nullumgebungen

G°:={2' e B :qs(2)) <1} = {ZL‘/ € E' :sup|z'z| < 1} ,
€S
S € &, definieren. Fiir G C E heifit die so definierte Menge G° C E’ die Polare von
G. Der Satz von Alaoglu lautet nun in seiner allgemeinsten Form: Die Polare einer Nul-
lumgebung in einem lokalkonvexen Raum ist schwach® kompakt. Da offenbar die Polare
der Einheitskugel eines normierten Raumes gerade die Einheitskugel des Dualraums ist,
verallgemeinert dies tatséchlich den bekannten Satz von Alaoglu iiber normierte Rdume.

Einige Autoren definieren die Polare von S als

2 € B :supRea’z <1} .
€S

Der Satz von Alaoglu gilt auch fiir diese Defintion der Polaren.
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Ubungsaufgabe 3.1. Uberlege dir eine sinnvolle Definition der schwachen Topologie auf
lokalkonvexen Raumen.

Die &-Topologie ist zwar lokalkonvex; wir wissen jedoch nicht, ob sie auch die (wiinschens-
werte) Hausdorff-Eigenschaft besitzt.

Lemma 3.22. Gilt |J& = E, so ist die &-Topologie auf E' hausforffsch.

Beweis. Fiir 0 # 2’ € E’ suchen wir eine Menge S € & mit 2’ ¢ S°. Diese wihlen wir so,
dass sie ein z € F mit 2’z > 1 enthélt. O

Letztlich betrachten wir einige Beispiele fiir Dualrdume. Dabei gehen wir davon aus, dass
die Beschreibungen der Dualrdume der hier vorgestellten Banach-Rdume bekannt sind.

Beispiel 3.23. Und auch fiir beliebiges 2 C R" kann C(Q2)* auf die offensichtliche Weise mit
dem Raum aller reguldren Borel-Mafle auf 2 mit kompaktem Triger identifiert werden. Fiir
ein F' € C(2)* gibt es némlich eine stetige Halbnorm der Form gx, g (f) = sup,ex|f(2)],
mit kompaktem K C €, so dass |F(f)| < Aqk(f) fir ein A > 0. Nun kénnen wir F als
Element von C(K)* auffassen.

Beispiel 3.24. Ist Q C C ein Gebiet, so konnen wir den Dualraum von H (£2) mit dem Raum
aller auf C\ © holomorphen und im Unendlichen verschwindenden Funktionen identifizie-
ren. Wir beschrianken uns dazu auf den Fall, dass 2 die offene Einheitskreisscheibe I ist.
Zunéchst zeigen wir, dass jede auf C \ D holomorphe Funktion g per

1
P g ) (G002

definiert, wobei r < 1 so gewéhlt sei, dass g auf dieser Kreislinie K := 9B,.(0) holomorph
ist. Dies ist jedoch schnell getan, indem wir den Betrag des obigen Bildwertes durch
i (f)ar (g)2mr abschitzen.

Umgekehrt sei F' € H(D)* gegeben. Da H(D) ein Unterraum von C(D) ist, kénnen wir
F zu einem Funktional auf C'(D) fortsetzen und mit einem Ma8 yp identifizieren, welches
einen kompakten Trager K C D hat. Nun setzen wir

4(z) = /K L du(w)

Z—w

fir € C\ K D C\ D. Wir stellen fest, dass g mit

()= /K (1)2du<w>

Z—w

holomorph ist und im Unendlichen verschwindet. Wir wahlen nun r < 1 so, dass K im
Innern der Kreisscheibe B,(0) enthalten ist. Dann erhalten wir fiir f € H (D) namlich

= _ [ L f(2)
rn = [ = [ 2 [ SO g
1 1 1
— 5 5.0 z /K T w dp(w)dz = o o0 f(2)g(z)dz.

Von besonderem Interesse ist natiirlich auch der Dualraum 2'(£2) von Z(£2). Diesen werden
wir im Folgenden als Raum der Distributionen untersuchen. Dazu werden wir jedoch
zunéchst eine genauere Untersuchung des Raumes Z(Q2) vornehmen.
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4 Induktive Limites und Z2(2)

Zur Vorbereitung auf die Distributionentheorie wollen wir mehr iiber den Raum Z((2)
der Testfunktionen in Erfahrung bringen. Dieser ist nicht leicht zu fassen, da wir ihn als
induktiven Limes von Rdumen der Form Z(K) (fiir kompaktes K C ). Deshalb schieben
wir nun eine genauere Untersuchung induktiver Limites ein. Wir fassen unsere bisherigen
Kenntnisse zusammen:

Ist (E,) eine aufsteigende Folge lokalkonvexer Rdume, so erhalten wir auf E := |J E,, eine
lokalkonvexe Topologie, indem wir eine konvexe Menge V C E Nullumgebung nennen,
falls alle Mengen V' N E, Nullumgebungen sind. Dies ist gerade die feinste lokalkonvexe
Topologie, unter welcher alle Einbettungen F, — FE stetig sind und tatséchlich ist die
Unterraumtopologie von E,, C E die urspriingliche Topologie auf E,,. Lineare Operatoren
T: E — F in einen anderen lokalkonvexen Raum sind genau dann stetig, wenn all ihre
Einschrankungen T': F,, — F' stetig sind. Daraus erhalten wir direkt eine erste Folgerung

Korollar 4.1. Es sei E = |J E, ein LF-Raum und T: E — F sei ein linearer Operator
in einen weiteren lokalkonvezen Raum. Ist T folgenstetig, so ist T bereits stetig.

Beweis. Auch wenn E nicht metrisierbar sein muss, so lasst impliziert die Folgenstetigkeit
fir alle Einschrankungen T': F, — F Stetigkeit. O

Betrachten wir jedoch unsere Definition von Z(f2), so stellen wir fest, dass diese von einer
ausschopfenden Folge kompakter Mengen K, C () abhidngt. Wir zeigen, dass die Wahl
dieser Folge irrelevant ist.

Satz 4.2. Es seien E = \JE, = UF, zwei induktive Limites (welche nicht notwendi-
gerweise dieselbe Topologie auf E erzeugen). Kann jeder Raum E, stetig in einen Raum

Fo, n,m € N, eingebettet werden, so ist die Topologie auf E = |J E, feiner als die von
E=UF,.

Beweis. Es sei V' C E eine konvexe Menge, so dass V N F,,, Nullumgebung in jedem £,
sei. Kann E,, stetig in F),, eingebettet werden, so ist VN E,, = (VN F,,) N E, jedoch auch
Nullumgebung in E,. O

Damit ist die Definition Z(Q2) := U Z(K,) unabhangig von der Wahl der K,. Unter
Verwendung von gerichteten Mengen anstelle von N hatten wir Z(€2) auch als induktiven
Limes aller Z(K) fiir kompaktes K C Q definieren konnen.

Wir erinnern nochmals an die Konvergenz in 2(Q): Soll (¢,,) C 2(f2) gegen ¢ € 2(Q)
konvergieren, so muss ¢ in einem Raum Z(K') liegen, wobei K’ C Q natiirlich kompakt
sei. Die Tréager fast aller ¢, liegen dann in einer Umgebung von K’, welche wiederum
in einer kompakten Menge K C 2 liegend gewéhlt werden kann. Nun reduziert sich die
Betrachtung auf Konvergenz in K:

Lemma 4.3. FEine Folge (¢,) C 2(Q) konvergiert genau dann gegen ¢ € 2(Q), falls es
ein Kompaktum K C Q gibt, so dass die Trager (fast) aller @, und ¢ in K liegen und
alle Ableitungen der ¢, gleichmdafig auf K gegen diejenigen von ¢ konvergieren (fir jeden
Multiindex o konvergiere D%, gleichmdfig gegen D%p).

Korollar 4.4. Ein lineares Funktional L auf 2(Q2) ist genau dann stetig, wenn L(p,) — 0
fiir jede Folge (vy) C 2(Q), fir welche |Jsupp ¢, relativ kompakt ist und fiir welche alle
Ableitungen der ¢, auf dem Abschluss dieser Menge gleichmdf$ig gegen Null konvergieren.
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