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1 Metrische Raume

In diesem Kapitel werden wir die grundlegenden Begriffe metrischer Rdume wiederholen
und die Sétze von Baire und Arzela-Ascoli beweisen. Im gesamten Skript bezeichne K
entweder R oder C.

Definition 1.1. Sei X eine beliebige Menge. Eine Abbildung d: X x X — [0,00) heifit
Metrik auf X, wenn fiir alle x,y,z € X

(i) d(x,y) =0 genau dann, wenn x = y,
(i) d(z,y) = d(y, =) und
(iii) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z). (Dreiecksungleichung)

(X, d) heifit dann metrischer Raum und d(z,y) wird auch als Abstand zwischen z und y
bezeichnet. Ist Y C X, dann heifit d|y xy die induzierte Metrik'Y .

Beachte, dass die Nichtnegativitit der Metrik auch mit
0=d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) = 2d(z,y)

folgt. Wir geben nun einige wichtige Beispiele von Metriken auf Funktionenrdumen, Fol-
genrdumen und K”. Auflerdem zeigen wir, dass wir eine Metrik auf jeder beliebigen Menge
definieren kénnen.

Beispiel 1.2.

(1) Sei X eine Menge und d: X x X — [0, 00) definiert durch

A, y) = {1 T

0 sonst.
Dies ist die sogenannte diskrete Metrik und definiert stets eine Metrik.
(2) Sei X eine Menge. Definiere
B(X)={f: X — K: f ist beschrinkt}.
Dann ist

d(f,g) := sup |f(x) — g(z)]

zeX

eine Metrik auf B(X), die sogenannte Supremumsmetrik. Sei nun X = [a,b] und
Cla,b] = {f: [a,b] — K: f ist stetig} .
Dann ist
Cla,b] C Bla,b]

und somit induziert d eine Metrik auf Cla, b].
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(3) Fiir 1 <p < oo sei dp: K" x K® — [0, 00) definiert durch

B =

n
dp(z,y) = | D |y —yl? | 2= (2)]=1, v = ()=
j=1

und doo: K" x K™ — [0, 00) durch

doo(,y) = max |e; —y;.

Fiir p = 1, 00 ist dies offensichtlich eine Metrik. Satz 1.4 wird zeigen, dass dies auch
fiir 1 < p < oo der Fall ist.

(4) Die Raume (K", dp) kénnen zu ,,unendlichdimensionalen Folgenrdumen®. Setze hierzu
fir 1 <p<oo

Ep = {JJ = ($n)n€N 1 xp € Ka Z ’xn|p < OO}

n=1

und definiere dy,: ¢, x £, — [0, 00) iiber

dp(z,y) = <Z |0 — yn\”) -

n=1

Dies ist wohldefiniert, denn nach Satz 1.4 ist £, ein Vektorraum. Sei auflerdem /o
definiert durch

loo = {2 = (Tp)nen : (Tn)nen ist beschrinkt}

und deo: oo X log — [0, 00) durch

doo(,y) := sup |Tn — yn| .
neN

Dann sind (¢, dp), 1 < p < 0o, metrische Rdume, wieder nach Satz 1.4.

Um die Dreiecksungleichung fiir die £,-Réume zu zeigen, bendtigen wir eine andere, auch
fiir sich selbst bedeutsame Aussage. Die Holder-Ungleichung liefert eine Abschiatzung nach
oben fiir Summen von Produkten durch Produkte von Summen.

Satz 1.3 (Holder-Ungleichung). Sei 1 < p < oo und sei 1 < g < oo durch q = Z%
definiert, d.h. so, dass % + % = 1. Dann gilt fir x € €, und y € 4,

S teant < (S0 ()’

n=1 n=1
(Im Fall p = q = 2 ist dies die Cauchy-Schwarz-Ungleichung)

Beweis. Sei c = % und definiere ¢: [0,00) — R durch ¢(t) = t¢ — ¢t. Dann ist

O'(t) = ct® 1 —cand ¢'(t) = c(c — 1)t72.
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also hat ¢ ein globales Maximum in ¢ = 1. Daraus folgt
l—c>t°—ctforallt >0,

also
t°—1<c(t—1). (1.1)

Seien nun a,b > 0 und ¢t = Z—Z. Mit (1.1) erhalten wir nun

1 [a? 1
cetss (1) s oy s @,
br p\b (31 p

1,1
Dal—p+q,folgt

Pob
ab< 42 (1.2)
P q

1
A= (Z |xn|p> !
n=1

o q
B= ( |ynq>
n=1

Ty := % und 3, := ¥%. O.B.d.A. seien A, B > 0. Mit (1.2) erhalten wir

Wir definieren nun

[

o~ 1 1.
|Jjnyn| < 7|xn|p+7|yn|q'
b q

Damit ist

> 1 & 1 & 11
Z|§ngn|S*Z’En’p"i'fzryvn‘q:*"i_*:l
n=1 pn:l qn:l p 1

und schlieflich -

n=1

womit die Behauptung bewiesen ist. O
Mit der folgenden Minkowski-Ungleichung zeigen wir die Dreiecksungleichung fiir d,.

Satz 1.4 (Minkowski-Ungleichung). Fir 1 < p < co und z,y € £, gilt

o L L 1
<Z|xn+yn|p) s(Z\W) +<Zryn|P> :
n=1 n=1 n=1

Beweis. Mit z, := x, + y, erhalten wir zunichst
|20 P = |20 + ynl - 1207 < (J2al + ynl) 207"

Hieraus folgt

m m m
Z |z [P < Z 20| - |2 P7E 4 Z Yn| - |2a[P71 fiir alle m € N.
n=1 n=1 n=1
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Mit Satz 1.3 gilt

1 1 1 1
Z |zn|p S (Z |xn|p> ’ (Z ‘Zn|(p_1)q) ' + <Z ‘yn|p> ’ (Z |Zn|(p_1)q> ' .
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

Da (p — 1)q = p, folgern wir

<§;’3nlp>; - <§|2n|p)1; < (}Z |mn|p>’1’ + <§|yn|p); |

Da die rechte Seite konvergiert, konnen wir m — oo betrachten. Damit ist der Satz be-
wiesen. O

Die Dreiecksungleichung dp(u, w) < dp(u,v) + dp(v,w) fiir alle u,v,w € ¢, fiir die
Metrik d,, kann nun mit x,, = u,, — v, und y,, = v, — w, direkt aus 1.4 gefolgert werden.

Definition 1.5. Sei (X,d) ein metrischer Raum.

(1) Fir x € X und r > 0 ist U,(z) definiert durch
Ur(z) ={y € X : d(z,y) <r}

und heifit offene Kugel vom Radius r und Mittelpunkt x. Eine Menge U C X heif3t
offen, wenn zu jedem x € U ein € > 0 existiert, so dass U.(z) C U.

(2) Eine Menge A C X heifit abgeschlossen, wenn X \ A offen ist. Die Menge
Ky (z)={ye X :d(z,y)<r},zeX, r>0,
heifit abgeschlossene Kugel vom Radius r und Mittelpunkt x.

(3) Fir E C X heiit © € E innerer Punkt von E, wenn es eine offene Menge U C F
mit x € U gibt. E heiffit dann Umgebung x. Die Menge der inneren Punkte von E
heifit Inneres von F und wird mit E bezeichnet.

(4) Ein Punkt x € X heifit Berihrpunkt von E, wenn U N E # @ fiir jede Umgebung
U von z. Die Menge aller Beriihrpunkte von E heifit Abschluss von E und wird mit
E. E heiBt dicht in X, wenn E = X.

Die Offenheit einer Menge und die damit definierbaren Eigenschaften heiflen topolo-
gisch. Insbesondere sind also alle obigen Eigenschaften topologisch. Die offenen Mengen
eines metrischen Raumes bilden ein System, das Topologie genannt wird. Diese Begriffe
werden mit der Einfiihrung des topologischen Raumes in Kapitel 6 prizisiert.

Lemma 1.6. Sei (X, d) ein metrischer Raum.
(i) Es gilt
(a) @, X sind offen.
(b) Sind Uy,...U, C X offen, dann ist auch ﬁl U; offen.

(c) Sind U; C X, i €1, offen, dann ist auch |J U; is offen.
el
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Damit erzeugt d eine Topologie auf X mit Us(z), z € X, € > 0, als Basis.
(ii) Es gilt
(a) @, X sind abgeschlossen.
(b) Sind A; C X, i € I, abgeschlossen, dann ist auch (| A; abgeschlossen.
el

T

(c) Sind Ay, ..., A, C X abgeschlossen, dann ist auch |J A; abgeschlossen.
i=1

(iii) Fiir jedes x € X, r > 0, ist K, (x) abgeschlossen.
(iv) Fiir E C X ist E die kleinste abgeschlossene Menge, die E enthilt.
(v) Fir E C X st E die grofite offene Menge, die in E enthalten ist.
Beweis. Ubung. O

Wir verallgemeinern nun den Konvergenzbegriff von K™ (mit der euklidischen Metrik)
auf beliebige metrische Raume.

Definition 1.7. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(1) Eine Folge (zp)nen € X heifit konvergent gegen xz € X, wenn fiir jedes € > 0 ein
N, € N existiert, so dass d(zy,z) < ¢ fiir alle n > N.. Wir schreiben dann z,, — =

fiir n — oo bzw. x = lim z,. x heift Grenzwert von (zy)neN.
n—oo

(2) Eine Folge (zp)neny € X heifit Cauchy-Folge, wenn zu jedem € > 0 ein N € N
existiert, so dass

d(xn, zm) < e fir alle n,m > N;.

(3) (X, d) heiit vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge in X konvergiert.

Konvergenz einer Folge ist eine topologische Eigenschaft. Die Folge (x,,),en konvergiert
gegen = genau dann, wenn jede Umgebung von z alle bis auf endlich viele der Folgenglieder
enthilt. Insbesondere ist der Grenzwert einer Folge unabhéngig von der Reihenfolge ihrer
Glieder. Ob eine Folge Cauchy-Folge ist, hingt nicht nur von der Wahl der offenen Mengen
ab, sondern auch direkt von der gew#hlten Metrik (siche Bemerkung 1.11).

Im allgemeinen kénnen topologische Eigenschaften in metrischen Rdumen mithilfe von
Folgen iiberpriift werden. Wir geben hier ein Beispiel zur Uberpriifung der Abgeschlossen-
heit einer Menge.

Lemma 1.8. Sei (X, d) ein metrischer Raum.
(i) Eine Folge in X hat héochstens einen Grenzwert.

(ii) Sei E C X. Dann ist x € E genau dann, wenn es eine Folge (zy)nen C E gibt mir
Ty — & flirn — oo.

(73) Ist (xn)neny C X konvergent, dann ist (xy)neny C X eine Cauchy-Folge. Die Umkeh-
rung ist im allgemeinen nicht wahr'. Eine Cauchy-Folge ist konvergent, wenn sie
eine konvergente Teilfolge enthdlt.

'Betrachte z.B. X = (0,1], z, = =.

n
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(i) Ist X wvollstindig und E C X abgeschlossen, dann ist auch E vollstindig. Ist E C X
vollstindig, dann ist & abgeschlossen in X.

Beweis. Ubung. O
Wir geben nun einige Beispiele fiir vollsténdige metrische Raume.
Beispiel 1.9.
(1) B(X) ist vollsténdig.
Beweis. Sei (fy)nen eine Cauchy-Folge in B(X) und fiir € > 0 sei N; € N so, dass
d(fn, fm) < € fir alle n,m > N,

Daraus folgt |fn(x) — fm(z)| < € fiir alle z € X, n,m > N.. Also ist (fn(z))nen fir
jedes x € X eine Cauchy-Folge in K. Mit f(z) := ILm fn(x) haben wir

7(@) = Fula)] = i [fula) = fu@) <& ¥m > N..
Also ist | f(z)| < |fn(z)| + € und damit f € B(X). Aulerdem ist fiir m > N,
d(f, fm) = sup |f(z) = fm(2)] <&,
zeX
d.h. f= h_)m fn- O

(2) Cla,b] ist vollsténdig, da es eine abgeschlossene Teilmenge von Bla, b] ist (siche Lem-
ma 1.8), der eine Folge stetiger Funktionen, die gleichmiflig gegen eine Grenzfunktion
konvergiert, einen stetigen Grenzwert besitzt.

(3) (K™, d,), n € N, 1 <p < oo, ist vollstandig, da Konvergenz in K" beziiglich d), mit
der komponentenweisen Konvergenz in K™ iibereinstimmt.

(4) Die Réume £, 1 < p < oo, sind vollstandig.

Beweis. Sei (xj)ren eine Cauchy-Folge in ¢, x, = (Tgn)nen, und fir e > 0 sei
N. € N so, dass

1
e P
dlon) = ( bown-aal) <o und
n=1 (13)
doo (TR, 1) = Sup |xg.n — T1.p| <e forall k,l > N,.
neN

Fiir festes n € N ist also (2, )ken eine Cauchy-Folge in K. Sei y,, := klim T und
— 00
Y := (Yn)nen. Dann ist y € £, und y = lim x,.
n—oo
Denn: Betrachte | — oo. Wir haben (mit 1.3)

m

Z |Zkn — ynlP <’ Vm e N

n=1

(o]
= Z |Thn — ynlP <P VE > N, und
n=1

|Thn — Yn| < e Vk > N, neN.

Also ist x,, —y € £, und damit y € £, und y = lim x. O
k—o00

6
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Der folgende Satz von Baire gilt nur in vollsténdigen metrischen Rdumen. Er ist zentral
in den Beweisen fundamentaler Sétze der Funktionalanalysis, welche demnach auch nur
unter Voraussetzung der Vollstandigkeit gelten.

Satz 1.10 (Satz von Baire). Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum und seien D,

n € N, offene, dichte Teilmengen von X. Then also (| D, is dense in X.
neN

Beweis. Wir haben zu zeigen, dass fiir alle z € X und r > 0
o
N ﬂ D, +&.
n=1

Seien hierzu z € X und r > 0 beliebig, aber fest. Wir definieren induktiv Folgen (xy,)nen C
X und (r,)pneny C RT mit

a) Ky, (zp+1) C Dy NU,, (zy) und

n+1
b) r, < L.

Dies kann wie folgt erreicht werden: Wir setzen zunéichst z; = = und 7 = min{1,r}. Wir
nehmen nun an, dass z1,...,Zn,r1,...,, bereits gewéhlt sind (n > 1). Da die D,, offen
und dicht sind, ist auch D,, NU,,, (x,) # @ offen. Also gibt es z,+1 € X und r,,41 > 0 mit

1
Usrpi1 (Tng1) C Dyp N U, (2) und 741 < T

Damit sind a) und b) erfiillt, da K., (2n41) C Uzppiy (Tng1)-

Mit den Folgen (zy,)nen und (7 )nen, die a) und b) erfiillen, haben wir
v € Ky, C D1 NUp,_(2p-1) CUp,_y(2p-1) C - CUp, (2m)

fiir alle n > m. Also ist d(zn, ) < rm < % fiir alle n > m. Daher ist (z,)pen eine
Cauchy-Folge in X.

Setze nun xg := li_>m x, (wohldefiniert, da X vollsténdig ist). Da d(zy,, ) < 1, fiir alle
n oo

n > m, haben wir d(xg, z,) < ry, fir alle m € N. Also gilt schlieBlich

o0 o0 (o]
20 € [ Krpir (Tms1) ﬂ Dy N Uy, (#m) € Uy (21) N () D C Ur(z) N (1) D
m=1 m=1 m=1 m=1
und der Satz ist bewiesen. O

Bemerkung 1.11.

(a) Satz 1.10 ist im allgemeinen nicht giiltig, wenn X nicht vollstindig ist. Sei hierzu
X=Q={q1,q2,...} und D,, = X \ {qn}, n € N. Letztere sind offen und dicht, es
ist jedoch

oo
ﬂ D,=o
n=1
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(b) Sei (X, d) ein vollstédndiger metrischer Raum und A4,, C X, n € N, abgeschlossen mit
o0
X = |J A,. Dann gibt es mindestens ein n € N mit

n=1
A, £ 2.
Beweis. Angenommen,

/in:@forallnEN.

Dann sind X \ A,, offen und dicht fir alle n € N. Nach dem Satz 1.10 von Baire ist
ﬂ(X\A)dlchtlnX Allerdings ist ﬂ(X\A) X\UA =0. 4 O

n=1 n=1 n=

(c) Vollstéandigkeit ist direkt von der gewéhlten Metrik abhéngig und nicht von der
1 1

Y

Konvergenz der Folgen in X. Betrachte beispielsweise X = (0, 1], d1(z,y) :=

und da(z,y) = |x — y|. Dann haben wir
Tn =z in (X,d) &z, — o in (X, d2),
aber (X, d;) ist vollstéindig und (X, d2) nicht (siehe Tutorien).
Definition 1.12. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(1) Sei e > 0. Dann heifit M C X ein e-Netz, wenn X = |J Uc(x). X heifit totalbe-
zeM
schrdnkt, wenn es fiir alle € > 0 ein endliches e-Netz gibt. A C X ist totalbeschrinkt,

wenn (A, d|ax4) totalbeschrinkt ist.

(2) X heiBt kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von X (jede Familie von offe-
nen Mengen U;, i € I, so dass X = |J;c;U;) eine endliche Teiliiberdeckung hat.
(A, d|ax ) heiBlt kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von A (von offenen Men-
gen in X) eine endliche Teiliiberdeckung hat.

Offensichtlich ist jeder kompakte metrische Raum totalbeschrénkt. Der folgende Satz
zeigt, dass diese beiden Eigenschaften fiir vollstindige Rdume dquivalent sind. Beachte je-
doch, dass diese Aquivalenz nicht auch fiir alle Teilmengen vollsténdiger metrischer Réume
gilt (siehe Korollar 1.15).

Satz 1.13. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann sind die folgenden Aussage dquivalent:
(i) (X,d) ist vollstindig und totalbeschrinkt.

(ii) (X,d) ist kompakt.

(iii) Jede Folge in X hat eine konvergente Teilfolge.

Beweis.  (i)=(ii). Angenommen, X wire nicht kompakt. Sei {l eine offene Uberdeckung
von X, die keine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Wir konstruieren induktiv eine Folge
(Zn)nen C X mit

(a) Uy—n(xy) wird nicht durch endlich viele U C 4 iiberdeckt.

(b) Ug—n(zn) NUs-(ni1)(Tn-1) # 2.
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Fiir n = 1 beachte, dass X totalbeschrénkt ist. Alsoist X = | U 1( ), |M| < oo, woraus
yeM
die Existenz eines y;, =: x1 € X folgt, so dass Ui (x1) nicht durch endlich viele U C U
2
iiberdeckt wird. Nun (n +— n + 1) existiert wieder wegen der Totalbeschrinktheit eine

Menge M, so dass X = |J Us—(nt1)(y). Es seien nun 1, ..., x, bereits so gewahlt, dass
yeM
1) und 1) erfiillt sind. Angenommen, fiir jedes y € M mit Uy (n11)(y) NUs-n(xy) # @ wird

Uy—(n+1)(y) durch endlich viele U € 4l iiberdeckt. Dann gilt dies auch Uy-n(zy,). § Also
gibt es ein x,41 € X so, dass Uy (nt1)(@n+1) nicht von endlich vielen U € 4l {iberdeckt
wird und Us—,, (25) N Uy i1y (Tnt1) # 2.

Fiir jedes n € N sei z, € Uy-n (xn) NUy-(nt1)(@p41). Dann ist fir m > n
m—1

xl/-‘rlaxlj > Z (d(xll-‘,-l) ZV) + d(zlj7xl/))

-Tma l'n

MS

v=n

v=n
m—1 m—1 1
—(v+1 _ _
<y (¢ +2r)<2) 2 s o
v=n rv=n

Damit ist (x,)nen eine Cauchy-Folge. Da X vollsténdig ist, existiert x = li_)m Tp.
n oo

Wéhle nun U € 4 mit z € U und wéhle € > 0 so, dass Uz(z) C U. Dann ist @, € Uz (z)
fiir alle n > N, also Uy-n(x,) C U fiir alle n > N mit 27" < 5. 4 zur Wahl von Uy-n (z,,).
(ii)=-(iii). Sei (xy)nen eine Folge in X und sei A4, := {z, : v > n} C X. Angenommen,

es ware
ﬂ A, =o.
neN
Daraus folgt |J (X \ 4,) = X. Da X kompakt ist, enthilt die offene Uberdeckung {X \

neN
Ap}nen eine offene Teiliiberdeckung {X \ Ay, : 1 < j <r}. Also ist 4,41 C Ay, und somit

X\ A, C X\ Apt1. Fiir N :=max{n; : 1 <j <r} haben wir

X=JX\Ay, =X\ Ay,

j=1
Daraus wiirde Ay = @ folgen, was nicht moglich ist. Dies beweist [ A, # &. Wihlen
neN
wir z € ] Ay, so gibt es eine Folge (ng)reny C N mit ngy; > ng und d(zy,, , z) < % [ist ng

neN
gewdhlt, dann ist z € A

(Tn)nen in X ist.

(iii)=(i). Jede Cauchy-Folge in X enthélt nach Annahme eine konvergente Teilfolge,
ist also selbst konvergent. Damit ist X vollstéindig.
Angenommen, X wére nicht totalbeschrankt. Dann gibt es ein € > 0, so dass X nicht
durch endlich viele Ug(x), x € X, tiberdeckt wird. Wir definieren induktiv eine Folge
(xn)neN C X mit

iy ). Dies zeigt (iii), da (zn, )ren eine konvergente Teilfolge von

xn¢Ua(xj)7 1<j<n-1.

Dies erreichen wir wie folgt: Sei 1 € X beliebig. Angenommen, x4, ..., %, sind bereits
gewahlt. Da
n
X\ YUz # 2
j=1
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wéhle 2,41 € X \ U U:(z;). Dann haben wir fiir n # m
j=1

d(Tp, xm) > €.
Nach (iii) enthélt (xy,)nen eine konvergente Teilfolge (2, )ren. Sei x := klggo Zp,,. Dann ist
d(zn,,r) < § fiir alle k > ko, also d(xn,, z,,) < € fiir alle k,1 > ko. 4 O
Lemma 1.14. Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X, A # @.
(i) Ist X totalbeschrinkt, dann ist auch A totalbeschrinkt.
(ii) Ist A totalbeschrinkt, dann ist auch A totalbeschrinkt.

Beweis. (i). Seie > 0. Nach Voraussetzung gibt es ein 5-Netz {x1,...2,} von X. O.B.d.A.
sei AN U%(mj) # & genau, dann wenn 1 < j < m, m < n. Fiir jedes 1 < j < m wihle
yj € ANUs(z;). Sei y € A. Dann gibt es ein 1 < j < m mit y € Uz (2;) und somit

d(y,y;) < d(y,z;) + d(zj,y;) <e.

Daraus folgt, dass {y1,...,yn} ein e-Netz von A ist. B
(ii). Sei € > 0. Nach Voraussetzung gibt es ein §-Netz {y1,...,y,} von A. Sei z € A.
Dann gibt es ein y € A mit d(x,y) < 5. Sei y; so, dass d(y,y;) < 5. Daraus folgt

also ist {y1,...,yn} ein e-Netz von A. O

Korollar 1.15. Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum und A C X. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) A ist kompakt.
(ii) A ist totalbeschrinkt.

Beweis.  (i)=(ii). Da A kompakt ist, ist mit Satz 1.13 A totalbeschriinkt. Nach Lemma
1.14 ist A totalbeschrankt.

(ii)=(i). Da A totalbeschrinkt ist, ist mit Lemma 1.14 A totalbeschrinkt. Da X
vollstindig ist, ist A vollstéindig. Also folgt mir Satz 1.13, dass A kompakt ist. 0

Definition 1.16. Seien (X, d) und (X', d’) metrische Rdume und f: X — X'.

(1) f heiit stetig in x € X, wenn fiir jedes € > 0 ein > 0 existiert, so dass aus d(z,y) < 0
auch d'(f(x), f(y)) < e fir alle y € X folgt. Ist f stetig in jedem z € X, so heifit f
stetig.

(2) f heit Homdomorphismus, wenn f bijektiv ist und sowohl f als auch f~! stetig sind.
[ heiBt Isometrie, wenn d(z,y) = d'(f(x), f(y)) fiir alle z,y € X. Ist f weiterhin
bijektiv, ist f ein isometrischer Isomorphismus. X und X’ heiflen dann homdomorph
bzw. isometrisch bzw. isometrisch isomorph.

(3) f heiBit gleichmdfig stetig, wenn zu jedem £ > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass aus
d(xz,y) < 0 fiir alle z,y € X folgt, dass d'(f(x), f(y)) < e.

Zueinander isometrisch isomorph zu sein, bedeutet fiir metrische Rdume eine starke
Aquivalenz, homoomorph zu sein, ist eine schwéchere topologische Aquivalenz.
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1 Metrische Raume

Lemma 1.17. Seien (X,d) und (X', d") metrische Riume und f: X — X',

(i) f ist stetig < f=1(U) ist fiir alle offenen Mengen U C X' offen in X < f(x,) — f(x)
fir alle x,, = x in X.

(i) Sei X kompakt und f stetig. Dann ist f auch gleichmdijig stetig.

Beweis. Ubung. 0

Wir wollen nun die relative Kompaktheit (die Kompaktheit des Abschlusses) einer
Menge stetiger reeller Funktionen mit der punktweisen relativen Kompaktheit dieser Funk-
tionen in Verbindung bringen. Die relativ kompakten Mengen in R sind nach Heine-Borel
genau die beschrinkten Mengen. Ist eine Menge stetiger reeller Funktionen relativ kom-
pakt, erhalten wir punktweise relative Kompaktheit durch Stetigkeit von C'(X) — R, f —
f(x) fiir beliebiges x € X. Fiir die Umkehrung benétigen wir jedoch eine weitere Voraus-
setzung: Die gleichgradige Stetigkeit der Funktionen.

Definition 1.18. F' C C(X) heifit gleichgradig stetig in © € X, wenn es zu jedem & > 0
eine Umgebung U von z mit |f(z) — f(y)| < ¢ fiir alle y € U und f € F gibt. F heifit
gleichgradig stetig, wenn F' in jedem x € X gleichgradig stetig ist.

Satz 1.19 (Arzela-Ascoli). Sei X ein kompakter metrischer Raum und F C C(X). Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) F ist kompakt.
(ii) F ist gleichgradig stetig und punktweise beschrinkt.

Beweis. (i)=(ii). Ubung.

(i)=(i). Fir x € X schreiben wir F(x) := {f(z) : f € F'}. Sei F gleichgradig stetig
und F(z) € K beschrinkt fiir alle € X. Da C(X) vollstidndig ist, Bleibt mit Korollar
1.15 zu zeigen, dass F' totalbeschrinkt ist. Sei hierzu € > 0 und fiir jedes x € X sei U,
eine offene Umgebung von x mit

If(y) — f(2)| < Z fir alle f € F und y € U,

n
Seien nun xy,...,z, € X so gewahlt, dass X = |J Uy,, und sei
i=1

K = OF(:L’i) CK.
=1

Da K beschriankt ist, gibt es A1, ..., Ay € K mit

Kcl|JUu:(n).
j=1

Definiere ® als die Menge aller Abbildungen ¢: {1,...,n} — {1,...,m}. Fiir p € ® sei

Fyi={f € F i |f(0:) = Aol < 5 fiir 1< i < m}.

11



Funktionalanalysis T

Dann ist

F=|]JF,:

ped

Sei hierzu f € F. Zu jedem 1 <i < n gibt es dann j € {1,...,m} so, dass f(z;) € U= (};).
Also gibt es ein p € ® mit f(z;) € Us (Ay(;)). Damit ist f € Fi,.
Fir f,g € F, und y € Uy, i € {1,...,n}, haben wir nun

If(y) =g < |f(y) — f(@)l + (i) = Aoyl + Aoy — 9(@i)] + [g(z:) — g(y)| < e.

Damit ist d(f,g) < € fiir alle f,g € F, und somit existiert ein endliches e-Netz von F,
(also auch fiir F). ]
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2 Normierte Riaume

Definition 2.1. Sei E ein Vekorraum iiber K.

i) Eine Abbildung [|-||: £ — [0,00) heit Norm auf E und (E, ||-||) normierter Raum,
wenn fiir alle z,y € E, A € K folgende Bedingungen erfiillt sind:

2) Jle| = 0& 2 =0,
b) [Az] = Al 2] und
&) fla+yll < [l2l| + [yl

FE heiflit Banach-Raum, wenn (E7 d”_”) vollsténdig ist (zur Definition von dj. siehe
Bemerkung 2.2).

ii) Zwei Normen ||-||; und [|-||2 auf E heiflen dquivalent, wenn Konstanten o, > 0
existieren, so dass

allz|li < ||lz)l2 < B||lx|1 fur alle xz € E'.
Bemerkung 2.2. Sei E ein Vektorraum.
i) Ist ||-|| eine Norm auf F, dann definiert d|.(z,y) = ||z — yl| eine Metrik auf E.

ii) Seien |||y und ||-||2 &quivalent. Dann ist (E,|-|[1) genau dann vollstdndig, wenn
(E,||"l2) vollstéandig ist.

iii) |[|#] = lyll| < llz — yl|. Insbesondere ist ||-|: E — R Lipschitz-stetig.
iv) Die Operationen

+:ExE—E (z,y) = = +y und
2w KxFEw—FE Ny)— Ay

sind stetig, da

I(z +y) = (2o +wo)ll < [l = oll + [ly — yol| und
Az = Aozol| < [A[llz = zol| + A = Aol[|zo]l-

v) Ist F C E ein Unterraum von E, dann ist dies auch F.
Definition 2.3 (Quotientenraum). Sei E ein Vektorraum und F' C E. Dann definiert
r~y:sr—yeFlF (x,y € E)
eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen sind durch
[z]w:={yeE:y—zeF} ={yecE:ycx+F}=ax+F
gegeben. Damit ist [x]. ein affiner Unterraum. Der Quotientenraum E/F ist definiert als
E/F:={z+F:z€E}.
Mit
2]~ + Y]~ = [+ yls (z+F)+ @+ F):=((z+y) +F)
und
Azl = [Az]~ Mz +F) = ((Ax) + F)
ist E/F ein Vektorraum.
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Lemma 2.4. Sei (E, |||) ein normierter Vektorraum und sei ' C E ein abgeschlossener
Unterraum. Dann definiert

|z + F|| := inf{||z + y|| : y € F}

eine Norm auf E/F. Weiterhin ist E/F ein Banach-Raum, wenn E ein Banach-Raum
15t.

Beweis. Norm-Eigenschaften:

(i) Sei ||z + F|| = 0, d.h. es gibt eine Folge (yn)neny C F, so dass
|l —yn|| = 0, n — 0.
Da y, € F und F abgeschlossen ist und daher = € F', gilt
x4+ F=F+F=F=[0.=0+F=0.
(i) Es gilt |A(z + F)|| = ||(Ax) + F|| = inf{|| Az +y : y € F||}.

Fir A = 0 haben wir
[A(z+ F)[| =0=[\|[|z+ F|

und fiir A # 0
Az + F)|| = inf {|Az +y| : y € F'}

= [Alinf {llz +yl -y € F}
= [Alllz + F1.

(iii) Seien x,y € E, ¢ > 0. Wihle z1, 29 € F so, dass

|z +Fl| > ||z + 2]l - 5,
ly+Fll > lly+ 2| — 5

und daher

[(x+F)+ (y+ F)l| = l(z +y) + F
<|lz+ 2z +y+ vl
<l|lz+F||+|ly+ F| +e.

E Banach = E/F Banach: Sei E vollstindig und sei (x,, + F),en eine Cauchy-Folge in
E/F, d.h.

Ve>0 INeN Vnm>N:|(x,—xm)+F|| <e.

Fiir jedes ¢« € N konnen wir also ein n; € N finden, so dass
Hxni+i — T, + FH < 2_i :
Insbesondere existiert ein y; € F' mit

||$m+1 —Zn, Uil < 27",

14



2 Normierte Riaume

Wir diirfen nun n; < n;4+1 annehmen. Definiere

z1:=0,

Ziv1 = Yi + 2 1> 1.

Damit haben wir ‘
[(@n, 1 + 2it1) — (Tn, +2)[| <27

Setze nun 7; := x,, + 2;, womit wir erhalten, dass

nie1 — mil| <27

k—1 k1
= |tk — |l < Z [Mmtit1 = Ml < ZTm_Z <2t-m
i=0 i=0

= (Nn)nen ist eine Cauchy-Folge in F
= (Nn)nen konvergiert .

Mit limy, o0 7 =: @ erhalten wir nun
[(@n + F) = (z 4+ F)|| = [[(zn — z) + F|
z, €F
< l#n; + 2 — =l = i — [ = 0.
Dies liefert eine konvergente Teilfolge, die Cauchy-Folge konvergiert also. O

Lemma 2.5. Sei E ein normierter Vektorraum und F C E ein abgeschlossener Unter-
raum. Sind F und E/F Banach-Rdume, dann ist auch E einer.

Beweis. Sei (zp)neny C F eine Cauchy-Folge in E. Damit gilt
[(@n + F) = (@m + )| = [[(2n = 2m) + FI| < [lzn — 2zm] -

Also ist (z,+F), C E/F eine Cauchy-Folge in E/F. Mit x+ F := lim,,_, o x,, + F' erhalten
wir

inf{||lx, —z+y|:z € F}=|(zpn—2x)+ F|| 0.
Also existiert eine Folge (yn)nen € F mit ||x, —2x+yn|| — 0. (yn)nen ist eine Cauchy-Folge:

||yn_ym||:||yn+xn_$_$n+$m—ym—l'm+xH

m,n— o0

<y + 20 = 2| + lzn = 2wl + [[ym + 2m — 2 0.

D.h. (yn)nen konvergiert. Setze y := lim,, o0 yp, € F. Nun gilt

n—oo

l2n — 2+ Y| < llzn +yn — 2l + [y — ynl| —— 0
und damit konvergiert (z,)nen gegen x — y. O

Korollar 2.6. Fin endlichdimensionaler normierter Vektorraum E ist stets ein Banach-
Raum.

Beweis. Beweis durch Induktion.
n=1: Sei dimFE = 1. Wéhle = € E so, dass ||z|| = 1. Dann definiere die Isometrie

q: R— E q(\) := Ax. Damit ist £ = R und E ist ein Banach-Raum.

15



Funktionalanalysis T

n — n+ 1: Die Aussage gelte fiir n-dimensionale normierte Vektorrdume. Sei dim F =
n+ 1. Wihle z € E'\ {0} und setze F' := spanz. Da dim F' = 1, ist F' vollsténdig
und somit abgeschlossen. Es gilt

dim(E/F)=dimFE —dim F =n.
Nach Annahme ist F/F vollstdndig, und mit Lemma 2.5 ist £ ein Banach-Raum.
O

Lemma 2.7. Sei F' ein abgeschlossener Unterraum eines normierten Vektorraumes F.
Dann existieren fiir jedes x € E\ F Konstanten M, M' > 0, so dass

Al < M Az +yl,
lyll < M| Az + y|

fir alle y € F und X\ € K.
Beweis. Mit ¢ F und da F' abgeschlossen ist, haben wir ||z 4+ F'|| # 0. Wir definieren

M :=|z+ F||*
und
M =1+ M|z .
Fiir y € F und X € K erhalten wir nun
Al = Mz + F]|
< M|[Xx + y|

und fir A € K haben wir

Iyl < [ly + Az + |Al]z]
<y + Azl + M|Az + y]||| =]
= [ly + Az[|(1 + M|lz]).

O]

Lemma 2.8. Sei T: E — X eine lineare Abbildung zwischen zwei mormierten Vek-
torrdaumen E und X, wobei dim F < oco. Dann existiert ein ¢ > 0, sodass fiir alle ¢ € E

[Tz x < cllz|z

gilt.
Beweis. Sei n :=dim E. Fiir n = 1 wihle xp € E mit ||zo| = 1. Dann ist
E = span{zg}
und fiir x = Azg € E haben wir
ITallx = 1T Oo)lx = I Twollx "9 | Taollx Aol
————

= =[]l

16



2 Normierte Riaume

Angenommen, die Aussage gilt fiir dim £ = n. Betrachte nun dim £ = n+ 1. Wéhle einen
n-dimensionalen Unterraum F' C E. Sei xg € E\ F. Zu jedem = € E gibt es dann A € K,
y € F, so dass

T=Arg+Y,

d.h. E = F + span{zg}. Nach Annahme gibt es ein ¢’ > 0, so dass
1Tyl x < |yl fiir alle y € F'.
Nach Korollar 2.6 ist F' abgeschlossen und mit Lemma 2.7 erhalten wir

IT(Azo + y)llx < [MTzollx + cllylle < (ITxollx M + M) ||Azo + y.

Korollar 2.9. Es gelten die folgenden Aussagen:
(a) Zwei Normen auf endlich-dimensionalen Vektorriumen sind stets dquivalent.

(b) Seien E, F normierte Vektorriume und dim E < oo. Dann gibt es fir jede lineare
und bijektive Abbildung T: E — F Konstanten c¢,d > 0, so dass

Tz < cllzl| und [T~y] < dlyll-

(c) Sei E ein endlich-dimensionaler normierter Raum und sei A C E. Dann ist A genau
dann kompakt, wenn A beschrinkt und abgeschlossen ist.

Beweis. (a). Betrachte
T: (E[) = (B[l 2) Tz =2, x € E,
wobei ||-||; eine Norm auf E darstellt, i = 1,2. Dann impliziert Lemma 2.8, dass
[T||y < cl[z]l2 und [|Tz[|y < df|]|y

fiir bestimmte ¢,d > 0. Da T'x = z, ist die Behauptung bewiesen.

(b). T~! ist linear, daher folgt mit Lemma 2.8 die Behauptung.

(c). Fiir K™ mit der euklidischen Norm gilt die Aussage bekanntlich. Sei dim(E) = n.
Dann existiert eine bijektive lineare Abbildung 7': K® — E. Mit (b) existieren ¢,d > 0
mit ||Tz| < ¢||z|| und || T~y < d||y|. Daraus folgt

A ist beschrinkt und abgeschlossen < T ' A ist beschrinkt und abgeschlossen in K"
und damit

A ist kompakt < T 1A ist kompakt .

Satz 2.10. Fir einen normierten Raum E sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) dim E < oco.

(i) E ist lokal kompakt, d.h. jedes x € E besitzt eine kompakte Umgebung.

17



Funktionalanalysis T

(iii) K1(0) ist kompakt.

Beweis. (1)=(ii). Folgt aus Korollar 2.9(c).

(ii)=-(iii). Sei K eine kompakte Umgebung von 0. Dann existiert ein 6 > 0 mit K;(0) C
K. K5(0) ist eine abgeschlossene Teilmenge von K, also kompakt. Da die Abbildung x — §
kompakte Mengen erhiilt, folgt (iii).

(iii)=(i). Die Kompaktheit von K;(0) bedeutet, dass K7(0) is totalbeschrénkt ist. Also
existiert ein endliches %—Netz Y1y Yn von K1(0). Sei F := span(yi,...,y,). Wir zeigen
nun F = F, um die Behauptung zu beweisen.

Angenommen, F' # E. Dann gibt es ein g € E\ F, d.h. dist(xo, F') = infyecp||zo—y| >
0 (F ist endlich-dimensional, also abgeschlossen). Wihle yy € F so, dass

||:E0 — yg” S 2dist(x0, F) .

Definiere
1’ J—
z=-—2"%_ ¢ K0,
lzo — ol

Fiir alle y € F' haben wir nun
lz =yl = llz = yoll " llzo — (%o + llzo — wollw)]| -
Da yo + ||zo — yol|ly € F, erhalten wir
lz0 = (yo + llzo — wolly)|| = dist(zo, F).

Daher gilt

1 5. . 1
lz =yl > ||z — yol| ! dist(zo, F) dist(zo, F) = 3

> b
= 2 dist(zo, F)
Also ist 2 nicht in (", U (yi). 4, also F = E. O
Beispiel 2.11.

(1) Die Metrik dsup(f,9) = sup,ex |f(z) — g(x)| auf B(X) ist induziert durch || f|| :=
sup,ex |f(z)|. Also ist (B(X), |||loc) ein Banach-Raum.

(2) ¢, und L, sind Banach-Réume.
(3) (K™, ||-||p) ist ein abgeschlossener Unterraum von /¢, also ist K" ein Banach-Raum.

(4) Seien E, F normierte Vektorrdume iiber K. Dann ist auch E x F ein normierter
Vektorraum (Produktraum) mit den Operationen

Az, y) == (Az, Ay)
(x1,91) + (22, 92) = (21 + 22,1 + ¥2)
und der Norm ||(x,y)| := max(||z| g, ||y||r). Sind E und F' Banach-R&ume, dann ist
es auch F' x F.

Beweis. Sei (2, Yn))nen eine Cauchy-Folge in F x F'. Dann sind auch (2, )nen, (Yn)nen
Cauchy-Folgen in F bzw. F', konvergieren also gegen Elemente z* € E, y* € F. Dann
gilt jedoch auch

(l’n, yn) - (l‘*, y*)

18



2 Normierte Riaume

Seien allgemeiner Ej, ..., E, normierte Vektorrdume iiber K mit Normen ||-[|1, ..., |||/
Dann ist auch F; X --- x E, ein normierter Vektorraum mit der Norm

(x1, ..., 2)||oo := max(||x1]1,. .., ||2||r) oder

r ,
(1, me)llp = <ZH%‘H?> -
i=1

Sind FEjy,..., E, vollstindig, dann auch F; X --- x E, und umgekehrt. Weiterhin ist
Konvergenz in Ej X - -+ X E, dquivalent zu komponentenweiser Konvergenz, d.h. Kon-
vergenz jeder Komponente z; € F;.
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3 Lineare Operatoren und Dualrdume

Lemma 3.1. Seien E, F' normierte Vektorrdume tiber K und sei T: E — F ein linearer
Operator (eine lineare Abbildung). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) T ist stetig auf ganz E.
(ii) T ist stetig in einem Punkt xo € E.

(iii) T ist beschrankt, d.h. | Tx| < c||z|| fir alle x € E und ein ¢ > 0.

Beweis. (1)=(ii). Trivial.
(ii)=-(i). Sei T stetig in zo. Dann gibt es ein 6 > 0, so dass fiir alle x € E mit
|z —z0|| < 6 gilt, dass || Tz — Txo|| < 1. Setze y = 6! (20 — x). Dann haben wir HézTyHH <9

[yl

und damit

1Tyl <

<

(iii)=(i). Sei ¢ > 0. Dann gilt | T(x — xo)|| < c|]Jz — zg|| < & genau dann, wenn
|z — x|l < £. Daraus folgt, dass T'(K=(x0)) C K< (T'zo). Hiermit ist T stetig. O

Definition 3.2. Seien F, F' normierte Vektorraume iiber K.
(i) wir bezeichnen die Menge aller beschrénkter linearer Operatoren von E nach F' mit
L(E,F):={T: E— F : T ist linear und beschrénkt} .
Ist £ = F, schreiben wir auch L(FE) statt L(E, F') bzw. L(E, E).
(ii) Die Operatornorm auf L(E, F') ist definiert durch

1T = sup [[Tz|p.
el z<1

Lemma 3.3. Seien E, ', G normierte Vektorrdume iber K.

(i) (L(E,F),|||) ist ein normierter Vektorraum. Fir T € L(E, F) gilt weiterhin

T
IT] = sup |Te] = sup L2
lz||=1 x#0 HxH

= inf{c: [|[Tz| < c||z|]] Vz e E}.

(ii)) Ist T € L(E,F) und S € L(F,G), dann ist SoT € L(E,G) und es gilt ||SoT| <
ISTITY-

Beweis. (i). Es ist bekannt, dass die linearen Operatoren von E nach F einen Vektorraum
bilden. Fiir 71,75,T € L(E, F), A € K und beliebiges € F mit ||z|| = 1 haben wir nun

(T + To)zl| < [|Toe]| + [ Toxl] < [IT0l] + | TR(AT] < AN T]] < (AT

21
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Da z beliebig gewi#hlt wurde, haben wir gezeigt, dass (T} +712), AT € L(E, F'), und damit,
dass L(E, F) ein Vektorraum ist. Auflerdem ist offensichtlich, dass ||T'|| = 0 = T = 0.
Also definiert ||-|| eine Norm. Weiterhin gilt
T
()] = 122
[yl y#o [yl

sup ||[Tz|| > sup ||Tz|| = sup

Jl]|<1 | =1 y#£0
1Tyl Tyl > T
> > sup 1Tyl sup 1Tyl .
w20yl llyll<
lyll<1 ||y||<1

Hiermit ist bewiesen, dass

T
IT| = sup | Tx| sup ”” ‘“‘”
xT

SchlieBlich gilt, wenn ||Tz| < c||z| fiir alle x € E,

<es Tl <e
= inf{c: ||Tz|| < c||z|]| Vze E}>|T|

fur alle z € E. Fir z # 0 gilt ebenso

H z|
[T = ]l < IT[[{]]] -

Nun haben wir also
T €{c:||Tx| <c||z] VxeFE}=|T| <inf{c:||Tz| <c|z| VzeE}.

(ii). Ubungsaufgabe. O
Definition 3.4. Sei F ein normierter Vektorraum iiber K. Eine Abbildung ¢: £ — K
heifit dann Funktional auf E. Der Raum L(E,K) aller beschrénkten linearen Funktionale
hei3t Dualraum von E und wird mit E* bezeichnet.

Satz 3.5. Sei E ein normierter Vektorraum iiber K und sei F' ein Banach-Raum iiber K.

Dann ist L(E, F) ein Banach-Raum. Insbesondere ist E* fiir jeden normierten Vektorraum
E ein Banach-Raum.

Beweis. Sei (Ty,)nen eine Cauchy-Folge in L(E, F'). Da
[Tnx = Ton|| < [|Tn = Tl - 2]l

ist auch (7,,2)nen fiir alle z € E eine Cauchy-Folge in F. Da F vollsténdig ist, konnen wir
mit Tx = lim,,_ o T,z den Operator T: E — F definieren.

T ist linear: Seien z,y € E und A, u € K. Dann gilt

TAx+py) = lim T,,(Ax +py) =A- lim Tho+p- im Thoy=X-Te+p-Ty.
n—o0 n—00 n—00
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8 Lineare Operatoren und Dualrdume

T ist beschriankt: Seien € > 0 und N. € N so gewéhlt, dass ||T,, — T)n|| < ¢ fiir alle m,n > N.. Daraus
erhalten wir

1Thz — Tpx|| < ||Tn — Tilllz]] < ellz]]

fiir alle m,n > N und alle x € E. Mit n — oo folgt || Tx — Tpx|| < ¢||z| fir alle
m > Ng. Also gilt [|Tz — Tn_»|| < ¢||z||. Hieraus folgt, dass

1Tzl < & flzfl + [ Tw. 2| < (e + 1T - [l
fiir alle x € E. Damit ist T' € L(E, F).

T, — T: Wegen ||Tx — Ty, x| < e-||z|| Ym > N haben wir | T — T;,,|| < e. Damit gilt
limy, oo T =T

O]

Lemma 3.6. Sei E ein normierter Vektorraum tber K, L C E sei ein Unterraum, F' ein
Banach-Raum und T: L — F ein stetiger linearer Operator. Dann gibt es genau einen
Operator S € L(L, F) mit S|, = T. Fir diesen gilt weiterhin

ST = 1Tl
Beweis. Sei z € L und sei (x,,) C L eine gegen x konvergierende Folge. Es gilt
[Tn = Tem| < |T[Jen = 2ml].

Daher ist (T'z,) eine Cauchy-Folge in F. Da F' vollstindig ist, konvergiert (Tx,). Fiir
andere gegen = konvergierende Folgen (y,) haben wir

|Tzn — Tynll < | T([llzn — ynll-
Also gilt limy, 00 Tz, = limy, 00 Ty,. Daher ist

Sr = lim Tz,
n—oo

wohldefiniert. Die Gleichung S|z, = T folgt nun sofort, da wir fiir x € L auch die Konstante
Folge mit x, := z fiir alle n € N in der Definition verwenden kénnen. Die Linearitit von
S ergibt sich leicht mit

S(zx+y)= lim T(x, +yp) = lim Tz, + lim Ty, = Sz + Sy,
n—o0 n—o0 n—oo

analog zeigt man S(Az) = ASz. Weiterhin gilt |\S[| > |[[S].|| = ||T']|. Fiir die Umkehrung
wihle  # 0 € L und sei (z,,) eine gegen x konvergierende Folge in L. Dann ist

2]l = lim || Ta]| < Yim | T lall = [T} 12l

Damit ist [|S|| = [|T']| gezeigt, S ist also beschriinkt. Es bleibt, die Eindeutigkeit von S zu
zeigen. Sei dazu R ein anderer stetiger Operator mit R|;, = T und = € L. Fiir beliebige
gegen z konvergierende Folgen (z,,) erhalten wir wegen Stetigkeit

Rx = lim Rz, = lim Tx, = Sx.
n—oo n—oo
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Korollar 3.7. Stimmen zwei Operatoren S,T € L(E, F), wobei F' ein Banach-Raum und
E ein normierter Vektorraum ist, auf einem dichten Unterraum wvon E diberein, dann
stimmen sie auch auf E tberein.

Beweis. Folgt aus der Einzeigeitsaussage des letzten Lemmas. O

Lemma 3.8. Seien E, F' normierte Vektorrdume tiber K und set T: E — F linear. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es existiert ein linearer beschrinkter inverser Operator

7' T(E) = E.

(ii) Es gibt ein ¢ > 0, so dass c||z|| < ||Tx|.

Beweis. (i)=(ii). Angenommen, T~ existiere. Die Stetigkeit dieses Operators liefert ein
v > 0, so dass
1Tyl <Allyll, e T(E).

Fiir ein beliebiges « € E setzen wir y = T'x und erhalten
]l < vl T

Mit ¢ := 1 haben wir nun (ii) gezeigt.

(i1)=(1). Durch (i) ist die Injektivitdat von T gegeben (ist x € ker(T'), dann ist ||z|| = 0).
Daher existiert ein Operator 7-1: ran E — E. Setzt man nun y = Tz in (i) ein, erhélt
man die Existenz eines ¢ > 0 mit

cITyl <yl Yy € T(E).
Daher ist 77! stetig. O

Definition 3.9 (Graph von T'). Seien E, F normierte Vektorrdume, L C E ein Unterraum
und 7': L — F ein linearer Operator.

(i) Der Graph von T ist definiert als

Gr={(z,Tx),x € L} CLxF.

(ii) T heifit abgeschlossen, wenn G abgeschlossen ist.

Lemma 3.10. Secien E, F', T und L wie oben definiert. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) T ist abgeschlossen.
(i) Konvergiert (z,) C L gegen x € E und (T'zy,) gegeny € F, dann gilt x € L, y = Tx.

Beweis. Wegen
[(@n, Tn) — (2,y)|| = max(|[zn — ||, [[Tzn —yl)

kénnen wir aus x,, — x und T'z,, — y folgern, dass

lim (:EnyTxn) = (:L',y) .

n—oo

Da G abgeschlossen ist, ist (x,y) € Gp. Daher ist € L mit y = T'z. Betrachte nun eine
Folge (n,yn) — (z,y) in Gp. Mit der Konvergenz von y,, = Tx, und (ii) erhalten wir
x € L,y="Tz, also (z,y) € Gr. O
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Bemerkung 3.11. Ist L abgeschlossen und T stetig, dann ist 7" abgeschlossen. Insbeson-
dere ist jedes T' € L(E, F') abgeschlossen.

Beweis. Ist (xn,Tx,) — (x,y), dann (da L abgeschlossen ist) ist @ € L. Die Stetigkeit
von T liefert T'x,, — Tz, also (z,y) € Gr. O

Satz 3.12. Sei 1 < p < co. Definiere q iiber 1% + % =1, d.h
. L 1<p<oo
o p=1.
Definiere fiir y € £, weiterhin
oo
fy:lp = K, z=(2,) — anyn
n=1

Dann st f, € £, und y — f, ist ein isometrischer Isomorphismus. Insbesondere gilt
by =05
D

Beweis. f, ist aufgrund der Holder-Ungleichung wohldefiniert (d.h. die Reihe konvergiert):

o0

> lznyal < llzllpllyll -

n=1

Offensichtlich ist f, linear. Aulerdem haben wir

1y @) < llzllpllyllg -

Dabher ist f, beschrénkt und somit f, € £;. Wir behaupten, dass || f,[| = ||yll;- Wir haben
jedoch bereits || f,|| < ||yllq gezeigt. Fiir die Umkehrung fithren wir eine Fallunterscheidung
durch.

p = 1: Sei € > 0. Dann existiert ein n € N, so dass

[yl = llyllq — €.

Setze x = e, € £1. Wir erhalten fy(z) = y,. Aus ||z|| =1 folgt || fy|| > ||yl — €. Da
¢ beliebig gewihlt werden kann, haben wir || fy|| > ||y||4-

0 Yn ::Oa
T =9 lynl*

sonst .
Yn

p > 1: Definiere x iiber

Dann gilt 320 | |2,P = 0% [y [P0 = 3°°° | |yn|? < 0o und daher ist z € £,

Wir bestimmen nun f,(z):

o) o)
Fo@) = xnyn = |yl = |yl
n=1 n=1

a¢ (@)l =) :
Daher gilt 0= = [ly| » = |lyllg, und wir folgern || fy[| = [[yllq-

[l
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Damit ist y — f, eine Isometrie. Fiir die Surjektivitit setze fiir f € £

Yn = f(en) .
Um y = (yn) € ¢, zu zeigen, fithren wir wieder eine Fallunterscheidung durch.

p =1 Fiir alle n haben wir

ynl = |f(en)] < I fllllenll = LF1-
Daher ist [[ylloc < [If]|; 4 € loo-

p>1 Fiir alle m € N gilt

m

Zm . Zm lyn]? Zm |yn? 3 lyn?
|yn| = f(en) = f en | < Hf” €n
n=1 n=1 Yn n=1 Yn n=1 Yn P
yn#0 Yn7#0 yn7#0

Wir haben

~ ynl ’

E : el = § : |yn [P~

n=1 Yn n=1

P

Yn#0 Yn7#0

Damit gilt

m m %
Sl < m(z w) |
n=1 n=1

<Z Iyn\"> < [IfII-
n=1

Mit m — oo erhalten wir ||y|l; < co = y € .

SchlieBlich haben wir f = f,, da fir x = " | z,e, gilt, dass

n=1

Hieraus folgt, dass

m m
f(z) = anf(en) = Z TnYn = fy(@).
n=1 n=1
Damit stimmt f mit f, auf dem dichten linearen Unterraum span(e,)necn iiberein, also

auch auf dem ganzen Raum (nach Lemma 3.6, K ist ein Banach-Raum). O

Lemma 3.13. Seien E, F' normierte Vektorriume und sei T € L(E,F). Dann gilt fir
den Operator T*: F* — E*,

T =poT, @eF”,
dass T* € L(F*, E*).
Beweis. T™* ist offensichtlich linear. Weiterhin gilt
(T )|l = llp(Tx)[| < llellITI=]l-
Damit ist 7% beschrankt mit || 77| < ||T]|. O

Definition 3.14. Seien E, F normierte Vektorrdume und sei T' € L(E, F'). Dann heifit
T*: F* — E*, T"p = ¢ o T, dualer Operator von T
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